SLUCAJNI PROCESI 1 (FINMAT) — 3. pisni izpit

Cas pisanja: 90 min. Zbrati je mozno 100 tock.
Vse odgovore/izracune je potrebno utemeljiti. Lahko pisete s svinénikom.

20. avgust 2018

1. Naj bo {v, At} C (0,00), N ~ HPP()), D = (D;);en zaporedje n.e-I'(2,)-p. sluc¢ajnih
spremenljivk z vrednostmi v (0,00), neodvisno od N. Klici prihajajo na telefonsko
centralo ob prihodnih c¢asih procesa N; za i € N je i-ti klic aktiven D; dolgo, nato se
konc¢a (ob pricetku je aktiven, ob zakljucku ne ve¢). Dolo¢i verjetnost, da ob ¢asu ¢ ni
aktivnih klicev.

Resitev. S pogojevanjem na N; je zeljena verjetnost enaka

> P(N, =k)P(S1+ Dy <t,..., S+ Dy < t{N, = k).

Iz N; ~ Pois(At) sledi P(N; = k) = ()‘t e M. Naprej, iz lastnosti vrstilnih statistik
in vseh relevantnih neodvisnosti sledi, da jezak € Ng, P(S1+ Dy <t,...,S5+ Dy <
t|N; = k) = (P(U, + D; < t))*, kjer je (morda na razsiritvi verjetnostnega prostora)
Uy ~ Unif([0,¢]), neodvisna od D;. [[Podrobnosti. Postavimo D* := (Dy, ..., Dy).
Iz neodvisnosti, Tonellija, izreka o sliki mere, je E :=P(S; + Dy <t,...,Sp+ Dy <
tINy = k) = [P(S1+hy <t,....S + hy <N, = k)Ppe(dh), kar je po lastnosti
vrstilnih statistik enako (morda na razsiritvi verjetnostnega prostora na katerem

najdemo Uiy ..., Ug, ne-Unif([0,¢])-p. slucajne spremenjivke neodvisne od D¥)
fP + hl t Uk) + hk < t)PDk dh fZWeS = T, U1 + h7r(1) <

Uk—‘rh S )PDk(dh) TI'ESan =T, U1+h7r(1) St,...,Uk—f—hﬂ(k) <
)PDk(dh) WeSan (I =mU+h <t... U+ h <t)Ppr(dh), Kjer je 11
(slucajna) permutacija, ki ustreza razvrstitvi Uy,..., Uy v vrstilne statistike in S,
simetricna grupa reda n. Naprej, ker so slu¢ajne spremenljivke Dy, ..., Dy n.e.p., je

DF izmenljiv, tj. Ppr =Pprzavsem € S, Sledi £ =3 o JPII=m U+ hy <
U+ h, <)Ppe(dh) =P(U;+ Dy <t,..., U+ Dy < t) = (P(U;+ Dy < 1)~

Iskana verjetnost je tedaj enaka
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kjer je (po Tonelliju, znanih gostotah, neodvisnosti, per partes integraciji ipd.)
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2. (25 tock) Naj bo A € (0,00) in N ~ HPP(X), (Sk)ken prihodni ¢asi N, Sy = 0. Naj
bo T slucajna spremenljivka z vrednostmi v [0, 00), neodvisna od N. V odvisnosti od
A in porazdelitve T' dolo¢i porazdelitvi (npr. porazdelitveni funkeiji) Er ter Ar, kjer
je By := Sn,41 —tin Ay ==t — Sy, zat € [0,00). Ali je lahko Ay ~ Exp(\)? Pod
katerimi pogoji na A in na porazdelitev T' pa je Ar porazdeljena eksponentno (¢eravno
ne s parametrom \)?

Resitev. Iz krepke lastnosti Markova je Er ~ Exp(A). Naj bo u € [0,00). Teda]
je P(Ar > u) = P(Ng — Ny, = 0,u < T) = [P(N; = Ny = 0,u < t)dFr(t) =
f[u,oo) e MdFr(t) = e dFrlu, ), in zato iz zveznosti P, P(Ar > u) = e P(T >
u). S tem dolo¢imo porazdelitveno funkcijo Az. Ar ~ Exp(A) bi impliciralo P(T" >
u) = 1 za vse u € [0,00), kar je nemogoce (v protislovju s koncnostjo T-ja). Ce
naj bo Ar ~ Exp(u) za nek p € (0,00), je to ekvivalenetno Fr(u) = e #=Nv za
vse u € [0,00). Sledi, da je Ar porazdeljena eksponentno natanko tedaj ko je T
porazdeljena eksponentno.

3. Naj bo p:[0,00) — [0,00) zvezna. Naj bo N Poissonov proces s funkcijo intenzitete p.
Oznac¢imo z E; := Sy,41 — 1 preseiek ob casu t € [0,00).

(a) (20 tock) Dokazi: Ce je I p(u)du < oo, potem je E[Ey] = o0 za vse t € [0, 00).
(b) (5 tock) Najdi primer za p, da bo [ p(u)du = oo in E[E,] = 0o za vse t € [0,00).

Resitev. Ker je P(Et > u) = P(Nigy — N; = 0) = e S ot , je EE, =
fooo e [T v gy e j je fo u)du < oo, tedaj je [0,00) > u +— e~ I p(” )% omejena
stran od ni¢. Sledi EE; = oo. Za drugi del lahko vzamemo npr. p =1/(1+ -).

4. Naj bo X € (0,), F porazdelitvena funkcija na R z F(0) < 1, u:= [udF(u), k € Ny.
Profesor dobiva elektronska sporocila ob prihodnih ¢asih homogenega Poissonovega pro-
cesa M z intenziteto A € (0,00). Neodvisno se odpravlja na konference ob prenovitvenih
trenutkih prenovitvenega procesa N, katerega medprenovitveni trenutki imajo porazde-
litveno funkcijo F'. Funkcijo g : R — R definiramo kot sledi: za ¢t € [0,00) naj bo P
trenutek naslednjega odhoda na konferenco strogo po ¢asu ¢, in naj bo g(t) verjetnost,
da bo profesor prejel natanko k elektronskih sporoé¢il v ¢asovnem intervalu (¢, P]; za
t € (—00,0) postavimo g(t) := 0.

(a)

(A(Sny 41 —t)) ke M EN+17)

5 tock) Razlozi zakaj je za t € [0,00), g(t) = E o , kjer so

(

(Si)ien prenovitveni trenutki procesa N.
(b) (10 tock) Dolo¢i prenovitveno enacbo za g.

(

(¢) (10 tock) Naj bo F nearitmetiéna in [ u*™dF(u) < co. Dolo¢i lim; e g(t). Re-
zultat izrazi kot ustrezen integral proti Lebesgueovi meri.



Resitev. Naj bo t € [0, 00). ZapiSemo lahko, zaradi neodvisnosti M in N, lastnosti
HPPjev, ter Tonellija ipd. mersko-teoreti¢nih reci, g(t) = P(Msy ,, — M; = k) =

ok
EM@"\(SMH_Q = E(\E,)* e *E /K|, kjer je E; := Sn,;1 —t presezek procesa

N ob casu t.
Prenovitveno ena¢bo dobimo kot sledi: g(t) = E(\E;)ke Pt [k! = E[%e_wf; S <
]+ E[QEE 2B G > 4] = E[ Bsi s gy < f] 4 QS NS0, 6, >
—_ k . . ’
= f[o,t] g(t — s)dF(s) + ftoo k!t)) e MDA F (u), kjer je B’ = (E})vefo,00) PrOCES

preseikov v procesu N’ := N51+ — 1 (upostevamo prenovitveno lastnost, o(S;) L
N’ ~ N itd. itn.). Ce torej definiramo h : R — R, tako da postavimo h(v) :=

Lio,00) (V) f(v’oo) % A= dF(u) zav € R, je g = gx F +h, prenovitvena enacba
za g.

g je lokalno omejena in Borelovo merljiva. h je zvezna skoraj povsod (npr. iz domi-
nirane konvergence in dejstva da ima F' kvecejmu Stevno mnogo toc¢k nezveznosti).

Za v € [0,00) velja 0 < h(v) < [, (’\“ dF(u) =: H(v). Funkcija H je | in iz
Tonellija integrabilna v 1zhm1t1ranem Rlemannovem smislu (zaradi predpostavke, da

ima dF kon¢en (k 4+ 1)-vi moment). Sledi, da je h d.R.i. Smith nam tedaj pove, da
je iskana limita enaka
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(avtomati¢no je pu < oo, ker je celo (k + 1)-vi moment F' po predpostavki koncen).




