SLUCAJNI PROCESI 1 (FINMAT) — 1. kolokvij

Cas pisanja: 70 min. Zbrati je mozno 100 tock.
Vse odgovore/izracune je potrebno utemeljiti. Lahko pisete s svinénikom.
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1. (35 tock) Naj bo A € (0,00), a € (0,00), k € N. Slaba banka sodeluje s svetovalnim
podjetjem za stike z javnostjo, in sicer narocajo svetovalne storitve ob prihodnih c¢asih
homogenega Poissonovega procesa N z intenziteto A. Ob Casu ni¢ ni naroc¢enih nobenih
storitev. Svetovalno podjetje prekine sodelovanje s slabo banko, ko prejme k-to narocilo
na katero je od prejsnjega (oz. ¢asa ni¢, ¢e prejdnjih Se ni bilo) ¢akalo vsaj a ¢asa (prvih
(k — 1)-krat spregledajo; k-ti¢ ne oprostijo ve¢). Naj bo P ¢as prekinitve sodelovanja
med slabo banko in svetovalnim podjetjem. Dolo¢i E[P].

Resitev. Naj bo K stevilo narocil opravljenih do prekinitve sodelovanja (vkljuéno
z zadnjim naroéilom, ki rezultira v prekinitvi). Ce so T;, v+ € N, medprihodni ¢asi
Nija, je P = Zfil T;, in iz Waldove identitete (K je ¢as ustavljanja glede na naravno
filtracijo (T})ien, ki so n.e-Exp(A\)-p.), EP = EKET} = A"'EK. Iz krepke lastnosti
Markova za nep zaporedja, via matemati¢na indukcija, je K enak (celo neodvisni)
vsoti e.-geomy(P(T} > a) = e *®)-p. slucajnih spremenljivk. Torej je EK = kee.
Konéno: EP = fe)‘a. [[Mimogrede, ¢e bi zeleli upanje ¢asa R, ko podjetje prvi¢ na
kako narocilo ¢aka vsaj a ¢asa, bi imeli R = Ele(Ti/\a), kjer je L zaporedna Stevilka
prvega narocila na katero podjetje ¢aka vsaj a ¢asa. Seveda je L ~ geomy(e %) in
ER = eME[Ty Aa] = e(E[T1; T1 < a] + aP(T1 > a)) = e*( [y ue ™ Adu + ae™*) =
A HerM —Xa—1)+a)= (e —1)/\]|

2. Naj bo {A1, A2} C (0,00). Banka Primoza spravlja ob Zivce iz dveh razlogov: (i.)
zaradi nesposobnosti, in sicer ob prihodnih ¢asih homogenega Poissonovega procesa N'!
z intenziteto Ap; in, neodvisno, (ii.) zaradi podrazitev, ob prihodnih ¢asih homogenega
Poissonovega procesa N? z intenziteto \s.

(a) (25 tock) Denimo, da Primoz zamenja banko, ko je ta bodisi drugi¢ izkazala nespo-
sobnost, bodisi tretji¢ podrazila neko storitev, katerikoli od teh dveh dogodkov pa¢
pride prej. Dolo¢i matemati¢no upanje ¢asa, ko Primoz zamenja banko.

(b) (10 tock) Naj bo {m,n} C N. Isto kot v prejsnji tocki, le da “drugi¢” nadomestimo
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z “m-tic”, in “tretjic¢” z “n-tic”.

Resitev. Najprej v splosnem. Brez skode za splosnost naj bo m < n (sicer zame-
njamo vlogi N' in N?). Markirajmo HPP z intenzivnostjo A := A\; + Ay na o&iten
nacin, da dobimo (v porazdelitvi) N! in N2. Naj bo K prvi (diskreten) ¢as, ko
smo v zaporedju markacij videli bodisi m enk bodisi n dvojk. Cas zamenjave banke
ozna¢imo z Z; T = (T;);en naj bo zaporedje medprihodnih ¢asov procesa N. Teda]




je Z = Zszl T;. K je neodvisen od T', T' je zaporedje n.e.-Exp(A)-p. nenegativnih
sluc¢ajnih spremenljivk; iz Walda sledi EZ = EKET} = EK/A. Naprej, K jemlje
vrednosti v {m,...m+n—1},inza k € {m,...,m+n — 1}, je

k—1 MO N .
P :]{j f— é l{; N
( ) (m—l) (A1+A2> (/\1+/\2> eJe<m m

E—1 Ao\™ X N k-1 X \" AN\
P(K =k) =
( ) (m—1> ()\1+)\2) ()\1+)\2) + (n—l) <)\1—|-)\2> <)\1—|-)\2>

za k > n. Torej
m+4n—1 m k—m n k—n
k—1 A1 Ao k—1 A2 A1
EK = k
IZ;n [(m—l) (/\1+)\2> (/\1+)\2) + (n—l) ()\1—|—/\2> ()\14’/\2) ‘|
) E [ ) o) [ )
_m<)\1+>\2> ,;n l m/) \ A1+ Az o A1+ A2 kz:;l n) \ A1+ A2 '

Poseben primer, m = 2, n = 3 (prva tocka). Postavimo a; := 21—, ay := 1 — ay.

A1+’
Potem je AEZ = 203 + 602ay + 120302 + 303 + 120103 =

2X3+8AF A +1201 A3 +323
(A1+A2)3 ’

Seveda je tudi (v o¢itnih oznakah) Z = S3AS3 in lahko postopamo “direktno” (upanje
kot integral presezne funkcije ... ), brez markacij.

3. (30 to¢k) Najbo {A,q} C (0,00), N ~HPP(\), X ~ Exp(q), N neodvisen of X. Dolo¢i
porazdelitev Nx.

Resitev. X si lahko mislimo kot prvi prihodni ¢as neodvisnega HPPja M z inten-
ziteto ¢. In nato NN in M kot dobljena iz markacij HPPja z intenzivnostjo A + q.
Potem ima Ny + 1 porazdelitev zaporedne Stevilke prve markacije “tipa M”, ki je
geomy(_L5). Torej Nx ~ geomy, (L5).

Seveda lahko ra¢unamo tudi “direktno™ za k € Ny je v standardnih oznakah, zaradi
neodvisnosti X od N, in ker so medprihodni ¢asi N n.e.-Exp(A\)-p., P(Nx > k) =

P(X > S)) = Ee % = (Ee~1T )k = (qJ%)k od koder sledi isti rezultat.




