SLUCAJNI PROCESI 1 (FINMAT) — 2. kolokvij

Cas pisanja: 70 min. Zbrati je mozno 100 tock.
Vse odgovore /izracune je potrebno utemeljiti. Lahko piSete s svinénikom.
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1. (40 tock) Naj bo {a,b,T,ty} C (0,00), to < T. Radioaktivni razpad modeliramo z
nehomogenim Poissonovim procesom s funkcijo intenzitete p, p(t) = ae™" za t € [0, c0).
Dolo¢i verjetnost, da bomo do ¢asa 7' videli natanko dva prihoda in da bo med njima
minilo strogo vec¢ kot ¢y casa. KolikSna pa je verjetnost, da bomo videli sploh samo dva
prihoda “do konca ¢asa” in da bo med njima minilo strogo ve¢ kot t, casa?

Resitev. Zanima nas P(NT = 2, SQ — Sl > t()) = P(NT = 2)P(SQ — Sl > t0|NT = 2)
Iz lastnosti vrstilnih statistik, je P(Sy —S1 > to| Ny = 2) = P(U; VU — Uy AUy > 1),
kjer sta U; in U; neodvisni s porazdelitvijo, ki ima gostoto ﬂ[o,T]mp- Torej,

P(U1VU,—U AUy > ty) = fOT duy fOT duQ((lTb_bT))ze_b(“lJr“Q)ﬂ(tom)(u1 Vug —ug Ausg)
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Iz omejene konvergence (1(Np = 2) — 1(Ny = 2) ko T' T o0) sledi, da je odgovor
na drugo vpraSanje limita slednjega izraza ko T'1 oo (npr. ¢ez N) =1 (%)2 e bto—%

2. (25 tock) Naj bo A € (0,00). Prenovitveni proces z zaostankom N ima prvi medpre-
novitveni ¢as porazdeljen I'(3, \), vse nadaljne pa Exp()). Dolo¢i njegovo prenovitveno



mero, tj. dolo¢i E[IVy] za t € [0, 00).

Resitev. Lahko z Laplace-Stieltjesovimi ... Sicer pa je to proces N, ki ga dobimo
tako da v M ~ HPP(\) s prihodnimi ¢asi (Sk)rem “pozabimo” Steti 1. in 2. prihod.
Torej jezat € [0,00), Ny = > ., L(Sky <t) = M;—1(S1 <t)—1(Sy <), od koder
EN, = EM;—P(S; <t)—P(Sy <t) = \M—P(M; > 1)—P(M; > 2) = \t—(1—-P(M; =
0)—(1—=P(M; =0) —P(M; =1)) = M—(1—e?) — (1 —e M- e ™) =
A1+ e M) —2(1 — e ).

3. (35 tock) V zivljenju se izmenjujejo dobra in slaba obdobja. V dobrih obdobjih je nas
trenutni indeks srece premo sorazmeren casu, ki je minil od zacetka tekocega dobrega
obdobja, sorazmernostna konstanta je p € (0,00): Ce je torej od zacetka tekocega dobrega
obdobja minilo u ¢asa je nas trenutni indeks srece tedaj enak pu. V slabih obdobjih pade
nas trenutni indeks srece na ni¢. Dolzine dobrih obdobij so n.e.p. sluc¢ajne spremenljivke
z vrednostmi v (0, c0) in kon¢nim upanjem g ter varianco d. One so neodvisne od dolzin
slabih obdobij, ki so ravno tako n.e.p. slucajne spremenljivke z vrednostmi v (0, c0)
in kon¢énim upanjem ps. Zivljenje zacnemo 7z dobrim obdobjem. Dolo¢i dolgoroé¢ni
povprecni indeks srece (s.g. in v upanju), tj. Ce je za t € [0,00), X; trenutni indeks
srece, ter R; = f(f Xds kumulativni indeks srece v trenutku ¢, potem nas zanimata
s.g.-limy oo Ry /t in limy_,o E[Ry]/t (v kolikor seveda obstajata).

Resitev. Naj bodo (T{%);cn zaporedne dolzine dobrih obdobij in (77);en slabih.

Mislimo si lahko prenovitveni proces N z medprenovitvenimi epohami (7} := T +
~ d d

T#)ien. Ce postavimo Z; 1= fOT" ptdt = @, potem je Zf\il Z; < Ry < Zi\ifl Z;

za vse t € [0,00). Naprej, Z;, i € N, so n.e.p., Z;q1 L o(Th,...,T;) za vse i € N itd.

itn. Iz izreka o prenovitvah z nagradami sledi, da sta iskani limiti enaki ER; /ET} =

p(d+u3)

2(p1 +ltl2) )




