Tenzorji, drugi del

Bor Plestenjak

Matrike so dvodimenzionalne tabele. Tenzorji so ve¢dimenzionalne tabele.

matrika tenzor reda 3
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Tenzorski produkt

V': kon&no razseZen vektorski prostor nad [F z bazo {ey, ..., e,}.
V*: dualni prostor linearnih preslikav V — F z dualno bazo {ay, ..., a,}, kjer je
Oé,'(eJ') = 5/]
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Tenzorski produkt

V': kon&no razseZen vektorski prostor nad [F z bazo {ey, ..., e,}.
V*: dualni prostor linearnih preslikav V — F z dualno bazo {ay, ..., a,}, kjer je
Oé,'(ej') = 5/]

V in V* sta izomorfna, piSemo lahko (V*)* = V.

Za vektorska prostora V in W definiramo V ® W kot prostor vseh elementov
k

ZV,'@W,‘

=1
zanek kinvieV,we Wzai=1,..,k Pritem za operacijo ® velja, da je

bilinearna oziroma

e Nveaw)=(0A\v)®w=v®(Aw),
e (N+WV)AIW=VAOW+ v, w,

o v (Wi +w) =vRw + VR w.
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Tenzorski produkt

V': kon&no razseZen vektorski prostor nad [F z bazo {ey, ..., e,}.
V*: dualni prostor linearnih preslikav V — F z dualno bazo {ay, ..., a,}, kjer je
Oé,'(ej') = 5/]

V in V* sta izomorfna, piSemo lahko (V*)* = V.

Za vektorska prostora V in W definiramo V ® W kot prostor vseh elementov
k

Z Vi @ w;

=1
zanek kinvieV,we Wzai=1,..,k Pritem za operacijo ® velja, da je
bilinearna oziroma

e Nveaw)=(0A\v)®w=v®(Aw),
e (N+WV)AIW=VAOW+ v, w,
o v (Wi +w) =vRw + VR w.

To posploSimo na V; ® Vb ® --- ® V). Elementom pravimo tenzorji in pravimo,

daimaze Vi Vo®---® Vi rang r, e je to najmanjsi r, da lahko zapisemo
r

Z = Zvi(l) ® . e ® Vi(k).
=1
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Multilinearne preslikave

Preslikava f : Vi x Vb, x --- x V| — [F je multilinearna, ¢e je linearna v vsaki
spremenljivki (za vsak faktor V;) oziroma

f(vi, ..., Vie1, avin + BVi, Vit ..., Vi)

p— Oéf(v].v ety VI—].: V/]_, VI-|—].1 ety Vk) —|_ /Bf(vll S VI—].1 VI21 VI—|—11 ey Vk)
zai=1, .. k.
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Multilinearne preslikave

Preslikava f : Vi x Vb, x --- x V| — [F je multilinearna, ¢e je linearna v vsaki
spremenljivki (za vsak faktor V;) oziroma
f(vi, ..., Vic1, ovin + BVig, Viga, ..., Vk)
p— Oéf(v].v ety VI—].: V/]_, VI-|—].1 ety Vk) —|_ /Bf(vll S VI—].1 VI21 VI—|—11 ey Vk)
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Izrek. Prostor vseh multilinearnih preslikav V; x V, x --- x V| — [F je izomorfen
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Multilinearne preslikave

Preslikava f : Vi x Vb, x --- x V| — [F je multilinearna, ¢e je linearna v vsaki
spremenljivki (za vsak faktor V;) oziroma

f(vi,..., Vi1, avip + BVj2, Vit1, .o, Vk)
— Oéf(Vl, ey Vi1, Vi, Vil ey Vk) + Bf(vl, e Vi1, Vio, Vi, -y, Vk)
zai=1, .. k.
Izrek. Prostor vseh multilinearnih preslikav V; x V, x --- x V| — [F je izomorfen
VIieVye---® V7.
() () ()

Ce je e’ ..., () baza za Vi in o/, ..., dualna baza za V/*, potem za vsak
£ Vix Vo x -+ x Vi — F definiramo Bivie = F(el, ..., ) in dobimo

! I

f(uy, ..., ux) = Z 5;1___;koz,(-11)(u1) e agf)(uk), .

kar lahko povezemo z

£ Z 61_1“.//(&(_1)@.”@&,(;) c V1*® V2*®...® V;‘

In obratno.
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Multilinearne preslikave 2

Multilinearno preslikavo f : (V4 x --- x Vi) x W* — T lahko ena¢imo z

a) elementom iz Vi*®---®@ Vo W,
b) preslikavo Vi ® -+ ® V) — W.

Po eni strani vemo, da f ustreza element oblike

Yoo wdleowe Voo Vow

In je potem

fui, ..., uk, B) = Za§1>(ul) o a ) wi(B) €F

To pa pomeni, da lahko piSemo tudi

f(ug, ..., ux) = Z afi)(ul) c agk)(uk)w,- e W.
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Multilinearne preslikave in tenzorji

Multilinearni preslikavi
foVix-ox VyixWix--x Wy —F
ustreza tenzor
AcVi®--- RV, W®- - W/,
ki ga predstavimo s p+q razsezno matriko oz. tenzorjem A g [ X Mpxmix:xmq

z elementi o
/1.../p
o

Pravimo, da so indeksi 1, ..., I, kontravariantni, indeksi ji, ..., j; pa kovariantni.

Tenzor A je reda p + g in tipa (p, q).
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Einsteinov sumacijski predpis

Po Einsteinovem sumacijskem predpisu v vsotah izpus¢amo znak za vsoto, Ce
seStevamo po indeksu, ki se pojavi v kontravarianti in kovariantni kombinaciji.

Npr.
Z a'b; = a'b;,
i=1

pri ¢emer naredimo vsoto po vseh mozZnih vrednostih indeksa /.
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Einsteinov sumacijski predpis

Po Einsteinovem sumacijskem predpisu v vsotah izpus¢amo znak za vsoto, Ce
seStevamo po indeksu, ki se pojavi v kontravarianti in kovariantni kombinaciji.

Npr.
Z a'b; = a'b;,
i=1

pri ¢emer naredimo vsoto po vseh mozZnih vrednostih indeksa /.

Ce imamo standardno bazo e, ..., €, za vektorski prostor V, potem za x € V
velja x = x'e; in komponente vektorjev piSemo s kontravariantimi indeksi.
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Linearna preslikava in bilinearna forma

Linearna preslikava f : V. — W je v bistvu preslikava iz V x W* — F, ki ji
ustreza element iz V* ® W. Torej dobimo tenzor reda 2 tipa (1, 1).

Ce je f(x) = y, to pidemo kar kot y' = aix*. Ce je dimenzija V enaka n in

dimenzija W enaka m, preslikavi ustreza matrika (tenzor) velikosti m x n oblike

al ... a
A= | : :
ay’ ay

in velja y = f(x) = Ax.
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Linearna preslikava f : V. — W je v bistvu preslikava iz V x W* — F, ki ji
ustreza element iz V* ® W. Torej dobimo tenzor reda 2 tipa (1, 1).

Ce je f(x) = y, to pidemo kar kot y' = aix*. Ce je dimenzija V enaka n in

dimenzija W enaka m, preslikavi ustreza matrika (tenzor) velikosti m x n oblike

3% . 3,17
A= : :
ay’ a,

in velja y = f(x) = Ax.

Bilinearni formi f : V. x W — F ustreza element iz V* ® W*. V tem primeru
dobimo tenzor reda 2 tipa (0,2), oba indeksa sta kovariantna. Pisemo lahko
f(x,y) = apx'y*. Temu ustreza matrika (tenzor) velikosti m x n oblike

dil -+ dnl
A= -

in velja f(x,y) = y'Ax.
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Linearna preslikava in bilinearna forma

Linearna preslikava f : V. — W je v bistvu preslikava iz V x W* — F, ki ji
ustreza element iz V* ® W. Torej dobimo tenzor reda 2 tipa (1, 1).

Ce je f(x) = y, to pidemo kar kot y' = aix*. Ce je dimenzija V enaka n in

dimenzija W enaka m, preslikavi ustreza matrika (tenzor) velikosti m x n oblike

3% . 3,17
A= : :
ay’ a,

in velja y = f(x) = Ax.

Bilinearni formi f : V. x W — F ustreza element iz V* ® W*. V tem primeru
dobimo tenzor reda 2 tipa (0,2), oba indeksa sta kovariantna. Pisemo lahko
f(x,y) = apx'y*. Temu ustreza matrika (tenzor) velikosti m x n oblike

dil -+ dnl
A= -

in velja f(x,y) = y'Ax.

Tako linearni preslikavi V' — W kot bilinearni formi V x W — F torej ustreza
matrika velikosti m x n.
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Sprememba baze ter kontravariantni in kovariantni indeksi

Tako linearni preslikavi V' — W kot bilinearni preslikavi V' x W — [ ustreza
matrika velikosti m x n.

Linearna preslikava: y = f(x) = Ax, kjer je

s -
al o o o an

A= =
m m

_a]_ o o o an

Denimo, da sta P in @ nesingularni matriki velikosti n X n in m X m in velja
x = Pxiny=Qy.

Za linearno preslikavo iz y = Ax sledi Qy = APy, torej y = AX za A= Q AP,
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Sprememba baze ter kontravariantni in kovariantni indeksi

Tako linearni preslikavi V' — W kot bilinearni preslikavi V' x W — [ ustreza
matrika velikosti m x n.

Linearna preslikava: y = f(x) = Ax, kjer je

s -
al o o o an

A= =
m m

_a]_ o o o an

Denimo, da sta P in @ nesingularni matriki velikosti n X n in m X m in velja
x = Pxiny=Qy.

Za linearno preslikavo iz y = Ax sledi Qy = APy, torej y = AX za A= Q AP,
Bilinearna forma: f(x,y) = y ' Ax, kjer je

dilr -+ dnl
A: . .

dim *°°  dmm

Sedaj pri spremembi baz dobimo yTAx = yTAXx za A= QT AP.
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Sprememba baze ter kontravariantni in kovariantni indeksi

Tako linearni preslikavi V' — W kot bilinearni preslikavi V' x W — [ ustreza
matrika velikosti m x n.

Linearna preslikava: y = f(x) = Ax, kjer je

s -
al o o o an

A= =
m m

_a]_ o o o an

Denimo, da sta P in @ nesingularni matriki velikosti n X n in m X m in velja
x = Pxiny=Qy.

Za linearno preslikavo iz y = Ax sledi Qy = APy, torej y = AX za A= Q AP,
Bilinearna forma: f(x,y) = y ' Ax, kjer je

dilr -+ dnl
A — . .
dim *°°  dmm

Sedaj pri spremembi baz dobimo yTAx = yTAXx za A= QT AP.

Opazimo:
e pri kovariantnih indeksih nastopa matrika spremembe baze,
e pri kontravariantnih indeksih pa njen inverz.
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Tenzorji nizkega reda

red | tip pomen

0 (0,0) | skalar

1 (1,0) | vektor

1 (0,1) | kovektor oz. linearni funkcional
2 (2,0) | bivektor

2 (1,1) | linearna preslikava

2 (0,2) | bilinearna forma

d (0,d) | d-linearna forma
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Hitro matricno mnozenje

Ce za izratun produkta dveh matrik velikosti n x n porabimo O(n®) osnovnih
operacij, kjer je a < 3, govorimo o hitrem matri¢nem mnoZzenju.

Primeri:
e Strassen (1969): O(n'°&27) = O(n?31),
e Coppersmith-Winograd (1987): O(n?37),

o Le Gall (2014): O(n?373).
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Strassenovo mnozenje

[Cu Cio
C1 G
Klasi¢no mnozenje
M, = A B
M, = A By

Mg = Ax- By
Cu = M+ M,
Cio Ms; + M,
Co1 Ms + Ms
Cr = M;+ Mg
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] _ [All Air
A Axp

][511 B12]
By1 B

Strassenovo mnoZenje

Ny =

=
|

D
|

o)
|

(A11 + An) - (Bi1 + Bx)
(A2 + Ax) - B
A11 - (Bi2 — B)
A2y - (Bo1 — Bi1)
(A11 + A12) - By
(A21 — A1) - (Bi1 + Bio)
(A2 — An) - (B + B)

Ny + Ny — Ns + N
N3 + Ns
No + Ny
Ny — Ny + N3 + N
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Strassenovo mnozenje

[ Cll C12
C21 C22

Klasi¢no mnozenje

My =

ES
|

D
|

C22 —

Za n X n matriko

M; + M,
Mz 4+ M,
Ms + M
M7 + Mg

] _ [All Air
A Axp

][511 B12]
By1 B

Strassenovo mnoZenje

Ny =

=
|

D
|

C22 —

(A11 + An) - (Bi1 + Bx)
(A2 + Ax) - B
A11 - (Bi2 — B)
A2y - (Bo1 — Bi1)
(A11 + A12) - By
(A21 — A1) - (Bi1 + Bio)
(A2 — An) - (B + B)

Ny + Ny — Ns + N
N3 + Ns
No + Ny
Ny — Ny + N3 + N

uporabimo rekurziven postopek, za zahtevnost velja
T(n)=7T(n/2)+O(n*) in T(1) =1
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Klasi¢no mnozenje

My =

ES
|

D
|

C22 —

Za n X n matriko

T(n)=7T(n/2)+ O(n?) in T(1) =1, sledi T(n) = O(n'"&27) = O(n?>81).
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Ny =

=
|

D
|

C22 —

(A11 + An) - (Bi1 + Bx)
(A2 + Ax) - B
A11 - (Bi2 — B)
A2y - (Bo1 — Bi1)
(A11 + A12) - By
(A21 — A1) - (Bi1 + Bio)
(A2 — An) - (B + B)

Ny + Ny — Ns + N
N3 + Ns
No + Ny
Ny — Ny + N3 + N

uporabimo rekurziven postopek, za zahtevnost velja

Seminar za numeri¢no analizo, 6.6.2018

11/14



Povezava s tenzorji

MnoZenje matrik 2 x 2 lahko predstavimo s tenzorjem velikosti 4 x 4 x 4.

/a bazo izberimo
_[rol __fJo1} __Joo] __foo
L7010 o] (o o] 2" |1 0" ™ |0 1

dil1 412 oy
Potem lahko A = [a ; pisemo kot A = aji1e; + ae + are3 + ane;.
21 a2
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Povezava s tenzorji

MnoZenje matrik 2 x 2 lahko predstavimo s tenzorjem velikosti 4 x 4 x 4.

/a bazo izberimo
_[rol __fJo1} __Joo] __foo
L7010 o] (o o] 2" |1 0" ™ |0 1

a a »
Potem lahko A = [311 312] pisemo kot A = aji1e; + ae + are3 + ane;.
21 a2
Ce je T tenzor 4 x 4 x 4, kjer je tix = 1 natanko tedaj, ko je e; - ¢ = ¢, sicer pa
so vsi ostali elementi enaki 0, potem je

ari b1
a b
T, | 92| , | P2
ani b>1
| a2 | | b2 |

tenzor velikosti 1 X 1 X 4 s cevjo [C11 C12 (91 C22].
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Povezava s tenzorji

MnoZenje matrik 2 x 2 lahko predstavimo s tenzorjem velikosti 4 x 4 x 4.

/a bazo izberimo
_[rol __fJo1} __Joo] __foo
L7010 o] (o o] 2" |1 0" ™ |0 1

a a »
Potem lahko A = [311 312] pisemo kot A = aji1e; + ae + are3 + ane;.
21 a2
Ce je T tenzor 4 x 4 x 4, kjer je tix = 1 natanko tedaj, ko je e; - ¢ = ¢, sicer pa
so vsi ostali elementi enaki 0, potem je

ari b1
a b
T, | 92| , | P2
ani b>1
| a2 | | b2 |

tenzor velikosti 1 X 1 X 4 s cevjo [C11 C12 (91 C22].

Rezine T so

1 0 0 0 0100 000 O 00 0 0
0010 00 0 1 000 O 00 0 0
n=loo0o0o0l "™ |loooo|l ™ {1000l ™ |010 o0
0 0 0 0 000 O 001 0 000 1
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Rang tenzorja 7

T je o&itno vsota 8 tenzorjev ranga 1. Tako izraunamo C z 8 mnoZenji.
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Rang tenzorja 7
T je o&itno vsota 8 tenzorjev ranga 1. Tako izraunamo C z 8 mnoZenji.

Toda, rang(7) =7, sajje T = 27:1 u; o v; o w;, kjer so u;, v;, w; stolpci matrik

Sy
Il
—_ O O M
= = O O
o o o R
_ O oo
o R S
<
Il
—_ O O K
o OO
_H O O o
o R R S
Il
—_ O O M
— O O
e = I )
o~ O R
o o
—H O oo
o o o -
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Rang tenzorja 7
T je o&itno vsota 8 tenzorjev ranga 1. Tako izraunamo C z 8 mnoZenji.

Toda, rang(7) =7, sajje T = 27:1 u; o v; o w;, kjer so u;, v;, w; stolpci matrik

1 01 01 —1 O 1 1 O —1 0 1 O 1 0 01 —1 0 1
U— O 0001 O 1 Vv — 0O 0 1 O 0 1 0 W — O 0 1 0 1 0 O
/01 0 0 0 1 0 10 0 O 1 0 0 1 /0 1 01 0 0O
1 1 01 0 0 -1 1 0 -1 0 1 0 1 1 -1 1 0 O 1 O
Ny = A1+ Ax») - (B B
1 (An 22) * (Bi1 + Bx) N, Ny Ny Ny Ne Ng Ao
No = (Au+ Ax) - B Aq | 1 1 1 -1
N = A (B2 — B») U  Ap 1 1
Ny = A (Bx— Bu) At 1 1
Ns = (A + Am) - B Ap | 1 1 1 —1
Ne = (Axn — A1) - (B + Bio) y gi; b1 . -1 1
Nz = (Az — Ax) - (Ba + Bx) B,y 1 1
By | 1 ~1 1 1
Ci = N+ MNyo— Ns+ Ny Ci1 1 1 —1
Co = N3+ Ns W Ci 1 1
Cr = M+ N, ?1 . 11 . ! .
22 —
Co = Ny — No+ N3+ N
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Rang tenzorja 7

T je o&itno vsota 8 tenzorjev ranga 1. Tako izraunamo C z 8 mnoZenji.

Toda, rang(7) =7, sajje T = 27:1 u; o v; o w;, kjer so u;, v;, w; stolpci matrik

Sy
Il
—_ O O M

Ce je T vsota r tenzorjev ranga 1, torej potrebujemo le r matri¢nih mnoZen;j.

= = O O

O O o

_ O oo
o R S
<
Il
—_ O O K

(A1 + A2) - (Bi1 + B»)
(A21 + Ax) - Bir
A1 - (B2 — Bx)
Az - (Bn — Bii)
(A1 + A12) - B
(A — A11) - (Bu1 + Bi2)
(Aiz — An) - (Bx + Bx)

Ny + Ny — Ns + Ny
N3 + Ns
N + Ny
Ni — Ny + N3 4 Ng
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Posplositve

Ce mnoZimo matriki velikosti 3 x 3, dobimo tenzor M velikosti 9 x 9 x 9.
Klasi¢en na&in potrebuje 27 mnoZenj = zahtevnost je O(n'°832") = O(nd).

Ni znano, kakSen je to¢en rang tenzorja M, ve se, da je

19 < rang(M) < 23.
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Klasi¢en na&in potrebuje 27 mnoZenj = zahtevnost je O(n'°832") = O(nd).

Ni znano, kakSen je to¢en rang tenzorja M, ve se, da je

19 < rang(M) < 23.

Benson in Ballard (2015) sta s pomo&jo zapisa ranga 23 dobila algoritem z
zahtevnostjo O(n'°&323) = O(n?).

Seminar za numeri¢no analizo, 6.6.2018 14/14



Posplositve

Ce mnoZimo matriki velikosti 3 x 3, dobimo tenzor M velikosti 9 x 9 x 0.
Klasi¢en nagin potrebuje 27 mnoZenj = zahtevnost je O(n'°8327) = O(nd).
Ni znano, kakSen je to¢en rang tenzorja M, ve se, da je

19 < rang(M) < 23.
Benson in Ballard (2015) sta s pomo&jo zapisa ranga 23 dobila algoritem z
zahtevnostjo O(n'°&323) = O(n?).

Schonhage (1981) je naSel asimptoti¢no predstavitev ranga 21, ki vodi do asimp-
toti¢nega algoritma z zahtevnostjo O(n'°8321) = O(n>77).
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Posplositve

Ce mnoZimo matriki velikosti 3 x 3, dobimo tenzor M velikosti 9 x 9 x 9.
Klasi¢en nagin potrebuje 27 mnoZenj = zahtevnost je O(n'°8327) = O(nd).
Ni znano, kakSen je to¢en rang tenzorja M, ve se, da je

19 < rang(M) < 23.

Benson in Ballard (2015) sta s pomo&jo zapisa ranga 23 dobila algoritem z
zahtevnostjo O(n'°&323) = O(n?).

Schonhage (1981) je naSel asimptoti¢no predstavitev ranga 21, ki vodi do asimp-
toti¢nega algoritma z zahtevnostjo O(n'°8321) = O(n>77).

Uporabljamo lahko tudi pravokotne bloke. Oznaka < M, N, P > pomeni, da
vzamemo v A podmatriko M x P, jo mnoZimo z podmatriko P X N v B in tako
dobimo podmatriko M x N v C. Tako pridemo do $e boljSih zahtevnosti, npr:

e Benson, Ballard (2015), za < 3, 3,4 > dovolj 29 (sicer 36) mnoZenj = O(n*%?)
e Smirnov (2017): za < 3,4,4 > je dovolj 38 namesto 48 mnoZenj = O(n*%)
e Smirnov (2013): za < 3,3,6 > je dovolj 40 namesto 54 mnoZenj = O(n*'")
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Posplositve

Ce mnoZimo matriki velikosti 3 x 3, dobimo tenzor M velikosti 9 x 9 x 9.
Klasi¢en nagin potrebuje 27 mnoZenj = zahtevnost je O(n'°8327) = O(nd).
Ni znano, kakSen je to¢en rang tenzorja M, ve se, da je

19 < rang(M) < 23.

Benson in Ballard (2015) sta s pomo&jo zapisa ranga 23 dobila algoritem z
zahtevnostjo O(n'°&323) = O(n?).

Schonhage (1981) je naSel asimptoti¢no predstavitev ranga 21, ki vodi do asimp-
toti¢nega algoritma z zahtevnostjo O(n'°8321) = O(n>77).

Uporabljamo lahko tudi pravokotne bloke. Oznaka < M, N, P > pomeni, da
vzamemo v A podmatriko M x P, jo mnoZimo z podmatriko P X N v B in tako
dobimo podmatriko M x N v C. Tako pridemo do $e boljSih zahtevnosti, npr:

e Benson, Ballard (2015), za < 3, 3,4 > dovolj 29 (sicer 36) mnoZenj = O(n*%?)
e Smirnov (2017): za < 3,4,4 > je dovolj 38 namesto 48 mnoZenj = O(n*%)
e Smirnov (2013): za < 3,3,6 > je dovolj 40 namesto 54 mnoZenj = O(n*'")

Za < 4,4,4 > ni znano, ali zado%¢a manj kot 49 mnoZenj (dvojni Strassen).
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