Logika in mnozice: 1. kolokvij
10. december 2009

Cas resevanja je 120 minut. Dosezenih 100 tock Steje za maksimalno oceno. Veliko uspeha!

1. naloga (13 + 12 tock)

a) Pojasni matemati¢ni pomen izjave
VyeR.(a<yAy<b=3dzeR.f(zx)=y),

kijerje f:R—- R, a,b€e R ina < b.

b) Izjavo “Slika funkcije f ne seka intervala [a,b].” zapisi v simbolni obliki.

2. naloga (25 tock)

a) Sestavi formalno dokazno drevo izjave

(p=)V(p=0)=(p=>9 Vo).

b) (+5 tock) Sestavi formalno dokazno drevo izjave

(p=9YVao)=(p=Y)V(p=o0).

3. naloga (25 tock)

a) Za naravno Stevilo n naj bo [n] = {0,1,...,n — 1}. Koliko je funkcij f : [m] — [n], za katere
je mo¢ mnozice f~1({0}) enaka k? Odgovor utemelji.

b) (+5 tock) Izracunaj vrednost vsote

4. naloga (25 tock)

Dokazi, da za vsaki mnozici A in B velja P(A)B = P(B)4.

5. naloga (Cast in slava)

Ali za vsako mnozico B obstaja taka mnozica A, da je B x AP = A?



Logic and sets: First midterm exam
December 10, 2009

Available time: 120 minutes. The maximum grade is worth 100 points.

Question 1 (13 4+ 12 marks)

a) Explain the mathematical meaning of the statement
VyeR.(a<yAy<b=3dzeR.f(zx)=y),
where f: R — R, a,b € R and a < b.

b) Write down as a symbolic formula: “The image of function f does not intersect the interval
[a, b].”

Question 2 (25 marks)

a) Compose a formal proof tree of the formula

(p=P)V(p=0)=(p=>¢ Vo).

b) (+5 marks) Compose a formal proof tree of the formula

(p=vVao)=(p=9P)V(p=o0).

Question 3 (25 marks)

a) For a natural number n define [n] = {0,1,...,n — 1}. How many functions f : [m] — [n] are
there satisfying the condition that the set f~({0}) has k elements?

b) (+5 marks) Compute the sum

Question 4 (25 marks)

Prove that for all sets A and B it is the case that P(A)? = P(B)4.

Question 5 (honor and fame)

Is it the case that for every set B there is a set A such that B x AP = A?



Logika in mnozice: 1. kolokvij
10. december 2009

Cas resevanja je 120 minut. Dosezenih 100 tock Steje za maksimalno oceno. Veliko uspeha!

1. naloga (13 + 12 tock)

a) Pojasni matemati¢ni pomen izjave

VyeR.(a<yAy<b=3dzecR.f(z)=1y),

kijerje f:R—- R, a,b€e R ina < b.
Odgovor: Odgovor najdemo postopoma, tako da preberemo izjavo, nato pa jo spreminjamo:

1.

2.

b

“Za vsak y € R, ¢e je a <y in y < b, potem obstaja z € R, da velja f(z) = y.
“Za vsak y z intervala [a, b] obstaja tak x € R, da je f(x) =y.”
“Vsak y z interval [a, b] je v sliki f.”

Konéni odgovor: “Slika funkcije f vsebuje interval [a, b].”

. Ekvivaletni odgovor: “Interval [a, b] je vsebovan v sliki f.”

Pravilen, a nekoliko neroden odgovor: “f zavzame vse vrednosti z intervala [a, b].” (odgo-
vor je neroden, ker je zelo podoben napa¢nemu, glej spodaj).

Tipi¢ni napaéni odgovori, ki so bili vsaj podobni pravilnemu, so bili:

“Slika f je vsebovana v intervalu [a,b].” (To je ravno nasprotna vsebovanost od pravilne.)

“Slika f je enaka intervalu [a,b].” (Ni res, lahko da slika f vsebuje tudi elemente izven
[a,].)

“f je surjektivna.” (Nires, za f je znano le, da slika vsebuje interval [a, b], ni nujno, da je
slika celoten R.)

“f je surjektivna na [a,b].” (Ta odgovor ni pravilen, ker izraz “surjektiven na” ne pomeni
nicesar in ga nismo definirali. Funkcija je bodisi surjektivna, bodisi ni, ne more pa biti
“delno” surjektivna na nekem intervalu.)

“f zavzame vse vrednosti na [a,b].” (Ta odgovor je problematicen, ker ga bi ve¢inoma
matematiki razumeli kot: za vsak y € R obstaja x € [a, ], za katerega je f(x) = y.)

b) Izjavo “Slika funkcije f ne seka intervala [a,b].” zapisi v simbolni obliki.
Odgovor: Moznih je ve¢ ekvivalentnih odgovorov, recimo:

1.

2.

3.

4.

5.

fIRINa,b] =0

VaeR. f(z) & [a,b]
Vy€la,b). -z eR. f(x) =y
Vy€la,b].VeeR. f(z) #y

VyeR.a<yANy<b=VzeR.f(x)#y.



2. naloga (25 tock)

a) Sestavi formalno dokazno drevo izjave

(p=v)V(p=0)=(p=>9 Vo).

Odgovor:
[0=4] [d] [0 =] [9]
P o
(¢ =) V(¢ =0) YVao YVao
YvVao
p=>YVo

(p=>)V(p=0)=(p=9 Vo)

b) (+5 tock) Sestavi formalno dokazno drevo izjave

(p=yVo)=(p=>Y)V(p=o0).

Odgovor:
[~o] 9]
[¥] [o] L
¢=v¢Vva]l [4] ¢=1 p=o Y
YVao (¢ =) V(¢ =o0) (¢ =) V(¢ =0) ¢=v
PV ¢ (¢=9)V(¢=0) (=) V(¢=0)

(p=1)V(p=o0)

(p=>vVo)=(p=>9)V(s=0)



3. naloga (25 tock)

a) Za naravno Stevilo n naj bo [n] = {0,1,...,n — 1}. Koliko je funkecij f : [m] — [n], za katere
je mo¢ mnozice f~1({0}) enaka k? Odgovor utemelji.

Opomba: Besedilo naloge je bilo nekoliko nerodno zapisano. Bolje bi bilo, ¢e bi se naloga
glasila: “Naj bodo m, n in k naravna stevila. Koliko je funkcij f : [m] — [n], za katere je mo¢
mnozice f~1({0}) enaka k?” A to smo ugotovili Sele na kolokviju, ko so $tudenti spragevali “Kaj
je k77,

Odgovor: Funkcije prestejemo takole: najprej lahko na (’z) nacinov izberemo k elementov v
domeni [m], ki jih f slika v 0. Tako preostane Se m — k elementov domene [m], ki se lahko slikajo

v katerokoli od n — 1 vrednosti 1,...,n (ne smejo se slikati v 0). Tako dobimo
(;’;) (n=1)(n—1)= (7]:) (n— 1)
m—k
funkcij.

b) (+5 tock) Izracunaj vrednost vsote

<Z> mn—k )
k=0

Odgovor 1: Iz prvega dela naloge vemo, da je (z) m"* stevilo funkcij [n] — [m + 1], ki slikajo

k elementov v 0. Vsota torej zaobjema vse funkcije [n] — [m + 1], ki slikajo 0 elemntov v 0, ali
1 element v 0, ali 2, ..., ali n elementov v 0. To pa so ravno vse funkcije [n] — [m + 1], ki jih

je (m+ 1)", torej je odgovor
n
3 (Z) " = (m 4 1)

k=0

Odgovor 2: Uporabimo binomsko formulo

(a+b)" = <Z> a"rb.
k=0

Ce nastavimo a = m in b = 1, dobimo ravno nago vsoto, zato je

=g (e

k=0 k=0



4. naloga (25 tock)
Dokazi, da za vsaki mnozici A in B velja P(A)E = P(B)4.
Odgovor 1: Pois¢imo bijekcijo F : P(A)Z — P(B)A. Za f € P(A)P zelimo definirati ustrezni
F(f) € P(B)*. Se pravi, za vsak a € A moramo dolociti podmnozico F(f)(a) C B, kar lahko
storimo s predpisom

F(f)(a) ={be B |7},
kjer je treba namesto vprasaja zapisati pogoj, ki doloca, ali je b element F(f)(a). Kaj lahko

sploh sestavimo iz f : B — powA, a € A in b € B? Uporabimo lahko f na b in dobimo
podmnozico f(b) C A, od koder dobimo zamisel

F(f)(a) ={be Blac f(b)}.

Treba je e preveriti, ali je F bijekcija. V ta namen definiramo G : P(B)* — powAP in
preverimo, da je inverz F'. Zaradi simetrije med A in B se splaca najprej preizkusiti, ali deluje

G(g)(b) ={ac Albeg(a)}.
Preverimo, ali velja G o F' = idp(4)5:
GF(f)b) ={ac Albe F(f)(a)}
—{acAlacf0)}
= f(b).
Simetricen izracun pokaze, da velja tudi G o F' = idppya.
Odgovor 2: Iz vaj vemo, da za poljubne mnozice X, Y in Z velja (XY)? =2 XY*Z in Y x Z =

Z x Y. Upostevajmo, da je P(X) = 2%, kjer je 2 = {0,1} mnozica z dvema elementoma (glej
pomozni dokaz spodaj). Od tod dobimo

P(A)B ~ (QA)B o 2A><B ~ 2B><A o~ (23)A ~ P(B)A
Denimo, da na kolokviju ne veste, ali lahko uporabite dejstvo P(A) = 24V tem primeru
vprasate asistenta, ali je treba tudi to dokazati. Ce pravi, da je, potem je tule dokaz. Definiramo
funkcijo x : P(A) — 24 s predpisom
1, ez €S,
0, cex&S.
Funkciji x(S) pravimo karakteristicna funkcija podmnozice S. V obratno smer definiramo k :
24 — P(A) s predpisom

k(f) ={z e Al f(z) =1}.

Preverimo, da je x o k = idya:
I, cex€k(f) |1, cef(x)=1
0, cexgk(f) 0, ce f(x)=0
Preverimo, da je k o chi = idp(4):

E((S) = {z € A| x(S)(@) =1} = {w € A| z € S} = S.

5. naloga (Cast in slava)

Ali za vsako mnozico B obstaja taka mnozica A, da je B x AB = A?
Odgovor 1: Da, prazna mnozica, ker je B x 0% =2 B x () = 0.

Odgovor 2: Da, vzemimo A = [, o BB" | to je neskonéni karteziéni produkt mnozic BBO, BB , BBQ, -
Tedaj je

B
Bx AP~ B x (HBB"> ~ Bl x [[(BP")E =B" x [ B""" = ][ B = A.

neN neN neN neN



