Funkcije vec¢ spremenljivk

Definicijsko obmocje in grafi

. Dolo¢i definicijsko obmocje in zalogo vrednosti funkcij f podanih z naslednjimi predpisi.
Definicijsko obmocje tudi narisi.

(a) flz,y) =Va2—4+ /41—y (c) f(x,y) = arcsin (2z —y)
(b) f(w,y) =In(z+y) @ Sy) = 7
Resitev:

(a) Dy = (—00,—2] x [-2,2]U[2,00) X [-2,2], Zf = [0, 00)

(b) Dy ={(z,y) : y>—a}, Zy =R

(¢) Dy ={(z,y) : 26 —1<y<2w+1}, Zy = [-Z,%]

(d> Df:{(xuy) : Z)?ZO, y > \/E}’ ZfZ(O,OO)

. Dolo¢i in narisi definicijsko obmocje podanih z naslednjimi predpisi.

(a) f(z,y) = arctan /Zz ¥ + cos*(1 + xy) — (1 +22)v
(b> f(lvy) = arccos% + /22 — 22 — 92

Resitev:

(a) Dy ={(z,y) : y > —2x,y # 0}
(b) Dy ={(z,y) : (x = 1)*+y* <1, —a <y <, x#0}

. Narisi nivojnice naslednjih funkcij.

(a) flz,y) = 2% (¢) f(z.y)=(1+z+y)’
(b) flz,y)=x+y

. Narisi grafe naslednjih funkcij.
(a) f(z,y) =In(2®+?) (0) f(2,y) = e

(b) f(2,y) = 3=t (@) fla,y) =sin /27 + 5



(e) flz,y) = /4 —4da? —y? (g) flo,y)=1—2+2y

() f(z,y) =2® = 20+

Limite in zveznost

sin(zy) '

. Izracunaj limito lim, ) (0,2 —,

Resitev: 2

. Doloéi taksna Stevila d, da bo funkcija f : R? — R podana z naslednjim predpisom
zZvezna.

f(%y)z{% (z,y) # (0,0)

Resitev:

(a) d=1

Parcialni odvodi

. Izracunaj parcialne odvode prvega in drugega reda funkcij f, podanih z naslednjimi
predpisi.

(a) f(z,y)=2" —z+2zy> -y (d) f(x,y) = yarctan(zy)

(b) f(z,y) =% -—Inz+y’ —y (e) flz,y)=e (v —y?)

(c) f(z,y) = aresin (22 — y) (1) fla.y) = o
Resitev:

(a) fo=3z*—1+2y% f, =day — 49>, fox =62, fo, = 4y, fyy = 4z — 12¢°
(b> fm:%_%mfy:_%—i_zy_l fzxzéa fxy:_%a fyy:2+:2y_g3ﬁ

©) fo = —2—, f, = R A Ly)d_, foy = ——2220)
\/12(2~’E v)? \/ V(2o —(2z-y)?)2 (1-(2z-y)?)2
T =" <2xfy>2>§
( ) fa: - 1+:1:2 29 fy - arCtan(l‘y) + %a f;tx - xfymy_H 2 f;ty - W» fyy =
(12y2+1)
(e) fo = e " (—x+y*+1), fy = —2ye™™, fox = e (x—y*—2), fo, = 2ye™7,
fyy = —2e77
1 _ In(zy)+2 _ In(ay)+2
( ) fm - Ma fy T yInZ(zy)’ fa:x ~ 22103 (xy)’ fa:y M7 fyy y2 In® (zy)



4 Tangentna ravnina

Tangentne ravnine na graf funkcije f v tocki (z¢, o) ima enacbo

z = f (%0, %0) + fz (T0,%0) (x — 20) + fy (20, Y0) (¥ — Yo) -

1. Doloci enacbo tangentne ravnine
(a) na graf funkcije f (z,y) = 2 + 2y* v tocki (1,1, f (1, 1)),
(

b) na graf funkcije f (z,y) = % v tocki (0,2, f(0,2)),

)
)
(c) na graf funkcije f (z,y) = /22 + y? v tocki (0,1, f (0,1)),
(d) na enotsko sfero v tocki (0,0, 1).

Resitev:
(a) z=2x+4y—3 (c) z=y
(b) x—y+2=0 (d) z=1

5 Linearni priblizki
f(x,y) = f(z0,90) + fa (%0, 40) (x — 20) + fy (o, %0) (¥ — Yo)

1. Izracunaj linearne priblizke naslednjih funkcij v dani tocki.
(@) flz,y)=2"+yv (@o,m0) = (3.3)  (b) f(r,¢) =rcosp v (ro, ) = (1,7)
Resitev:
(@) flz,y) = 5+y— 5 (b) f(r,) = —r
2. S pomocjo linearnega priblizka priblizno izracunaj naslednje vrednosti.
(a) €%92.0.97 (b) In (V/1.03 4+ v/0.98 — 1)
Resitev:

(a) 0.99 (b) 0.005

3. S pomocjo linearnega priblizka priblizno izrac¢unaj ploscino kvadrata, ki ima za stranico
diagonalo pravokotnika s stranicama 3.03cm in 3.97cm.

Resitev: 24.94cm?



6 Gradient
Za funkcijo f spremenljivk z, vy, z je

of of 0 -
grad (f) = (8_£’8_£’8_£> =V/.

1. Izracunaj gradient:
a) funkcije f (z,y,2) = 2% +y* + 22 v tocki (2, -2, 1),
b) funkcije f (z,y, z) = 2?y?z3 v tocki (z,y, 2),
¢) funkcije f (z,y,2) = /22 + y? + 22 v tocki (z,y, 2).
Resitev:

a) (4,—4,2) C)< . y : )

b) (2xy223 222y25 3:1323/222) Va2 ty2+22" \fa24y2 422 /22 4y2 422
) Y

2. Izracunaj kot med gradientoma funkcije u (z,y) = In ¥ v tockah (2,1) in (1,1).

v . - 3
Resitev: ¢ = arccos 715

7 Smerni odvod

Ce je 7 enotski vektor, potem je smerni odvod funkcije f v smeri vektorja 7 enak

B
a—ézﬁ'grad(f)

1. Izracunaj smerni odvod funkcije f (z,y) = % + % v tocki (2,0) v smeri vektorja (1,0).

Resitev: 1

2. Izracunaj smerni odvod funkcije f (x,y) = arctan (xy) v tocki (1,1) v smeri simetrale
prvega kvadranta.
V2

Resitev: 5

8 Stacionarne tocke in lokalni ekstremi

Tocka (z9,yo) je stacionarna, ¢e je g—i (zo,Y0) = g—i (zo,y0) = 0.

Naj bo (zg,yo) stacionarna tocka in

(70, 90) = % (7o, yo) g_y]; (70, %0) — (;x—gy (xojyo)) .

fmx fa:y

D (an?JO) = f:vy fyy

Potem:



Ce je D < 0, potem f pri (2, ) nima lokalnega ekstrema,
Ceje D> 0in 2L (:z:o,yo) < 0, potem ima f pri (xg, o) lokalni maksimum,
Ceje D>0in &4 (a:o,yo) > 0, potem ima f pri (xo, o) lokalni minimum.

. Dolo¢i stacionarne tocke in lokalne ekstreme funkcij f, podanih z naslednjimi predpisi.

(a) f(z,y) =2 —2+ay—y* (e) fla,y)=3+%—y

(b) f(z.y) =e"(x —y?)

(c) f(x,y):§—lnx+y2—y (f) f(z,y)=(z—y)In(z+y)
(d) flz,y)=(z—y)(z+y)(y—1) (8) f(z.y) = =7

Resitev:
(
(

a) (5, 5) je edina stacionarna tocka in ni lokalni ekstrem.
b) (1,0) je edina stacionarna tocka in je lokalni maksimum.
)
)

(c
(d) Stacionarne tocke so (1,1), (—1,1), (0,0) in (O, 3) Lokalni ekstrem je le zadnja,
ki je lokalni maksimum.

Edina stacionarna tocka je (1,1), ki je lokalni minimum.

(e) Edina stacionarna tocka je (—2,2), ki je lokalni maksimum.

(f) Edina stacionarna tocka je (4, 1), ki ni lokalni ekstrem.
(g) Stacionarni tocki sta (1,0) in (3,0). Prva je lokalni minimum, druga pa lokalni
maksimum.

. Na grafu funkcije f s predpisom f (z,y) =4 — x + 2y poisci tocko, ki je najblizja tocki
(—1,0,—1).

Resitev: (0,—2,0)

Globalni ekstremi

. Doloci globalne ekstreme:
(a) funkcije f(z,y) = 2* — 2y*> + 3z + 2y — 1 na trikotniku z oglisci A(—1,0), B(0,0),
C(0,2),

(b) funkcije f(z,y) = x* — 3wy + 4y*> — 2y na trikotniku z ogliséi A(0,0), B(2,0),
C(0,2),

(c) funkcije f(z,y) =4 — 2* — y* na kvadratu z oglisci A(—1,—1), B(1,—1), C(1,1),
D(_17 1)7

(d) funkcije f(z,y) = 2% — x + y* — y na krogu z enacbo x? + y* < 1,

(e) funkcije f(x,y) = :c +22% + 2y + y — 1 na liku, ki je omejen z abscisno osjo in s
parabolo y = 1 — a2



Resitev:

(a) Min: (0,2); max: (0,3).

(b) Min: (£,2); max: (0,2).

c) Min: oglisca A, B, C, D; max: (0,0).
)

)

272

(
(d V3 TV
(e) Min: (0,0); max: (1,0).

Min: (l l); max: (—L —L>.

2. Poiséi najvecjo in najmanjso vrednost funkeije f(z,y) = arctan £ na krogu (z — 2)* +
2
y- <L

Resitev: % in —%



