Dvojni in trojni integrali

1 Dvojni integrali

1.1 Dvojni integrali v kartezicnih koordinatah

1. Izracunaj.

(a) Integral funkcije f(x,y) = x + y? po pravokotniku z oglisci (1, —3), (1,3), (2,3)

n (2,-3).

(b) Integral funkcije f(z,y) = xlny po pravokotniku z ogliséi (0, 1), (0,¢e), (4,¢e) in

(4,1).
(c) Integral funkcije f(x

(d) Integral funkcije f(x
in (2,5).

x,y) = cosx cosy po trikotniku z ogliséi (0,0), (
x,y) = 3y — x po trapezu z oglisci (1, 1), (4,1), (

,y) = xsin (z + y) po pravokotniku [0, 7] x [0, 5].
,y) = x + 3y po paralelogramu z oglisci (1,2), (1,4), (2,3)
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(i Integral funkcije f(z, y) = &z po obmocju, ki je omejeno s premicama r = 2,
y = x in hiperbolo y = —.
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2. Izra¢unaj maso in tezisée plosce, ki je omejena s parabolama y = 2?2 in = %2, njena

gostota je pa p(z,y) = .

Resitev: m = =, T(2,3)
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Izracunaj maso trikotne plosce
P={(z,y) €R* : 2 >0,y > 0,7 +y < 3},
¢e je gostota v tocki (x,y) dana z p(z,y) = e "7V,
Resitev: 1 —4e?
Izra¢unaj maso homogene plosée, ki je omejena s krivuljama y? = 4r+4 in y? = —2z+4.
Resitev: 8§
Izracunaj ploséino lika, ki ga omejujeta krivulji y = 2z in y? + 4y = 2.
Resitev: f—i

Zamenjaj vrstni red integracije v integralih.

(a) fo dx fo (z,y) dy (d) fol dx f:_zm flz,y) d

(b) fo da:fexydyza0<a§b

(c) fo dz 1296 o f(xy) dy (e) f_26 <fé2 ) dy) dx
Resitev:

ffl yf_ln xay dl’—|—f1 dyfhll f(xvy) dl’
Y Y

)

)

) ¥ dy [} flwy) do+ [y dy [y f(zy) de

)

(e) J2 (f%fxy da:) dy + [ (fmfa:y)dx> dy

Uvedba novih spremenljivk

. Z uvedbo ustreznih novih koordinat izrac¢unaj integral funkcije f(z,y) = y — = po

paralelogramu z oglisci (1,2), (4,1), (6,3) in (3,4).
Resitev: —8

Izracunaj plos¢ino obmocja, ki ga omejujejo krivulje y = m%, Yy = x%, y=xiny = 3z.
Resitev: § (20— 1) (37 - 1)
Naj bosta a,b > 0 in naj bo D cetrtina elipse 7z —I— § 1 v prvem kvadrantu.

(a) Izracunaj spodnje integrale s pomocjo uvedbe novih koordinat (r, ¢), kjer je z =
arcosy in y =brsinp

i. ffDm dx dy
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1.

ii. [[,zy de dy
iii. ffD 2?2 dz dy

(b) Dolo¢i maso in koordinate tezis¢a lika D, ¢e je gostota podana z p(z,y) = .

Resitev:
- a?b
(a) 1. 3
< a2p2
11. 3
wa3b

_ a®b __ 3ma __ 3b
(b) m==,Tr =7, Y7 =%

Dvojni integrali v polarnih koordinatah

Izracunaj plos¢ino kroga s polmerom R > 0.

Resitev: wR?

. Izracunaj 2?2 +3?) dx dy, kjer je D kolobar med kroZnicama z? + y*> = 1 in
) JJp

2 +y? =4

Resitev: 157”

. Izrazunaj tezisée homogene plosée v obliki kroznega izseka 2% +y? < 1,2 > 0, y > 0.

Sitev: —_T 4 4
Resitev: m =7, T(37r’ 37T)

Naj bo D obmo¢je v polravnini y > 0, ki ga omejujejo kroznica z enacbo 22 + 3% = 1
in premici y = « ter y = xv/3. Izracunaj

// Va2 +y? de dy.
D

Sitev: T
Resitev: T

Izracunaj

// arctan 2 dz dy,
D x

kjer je D obmoéje v prvem kvadrantu, ki ga omejujejo krozmici 22 +y? = 1 ter 22+y?> =9

in premici y = */?gx ter y = /3.
Resitev: %2

[zracunaj

Yy
//Dx2+y2 dx dy,

kjer je D = {(z,y) : 2* +y? < 2x}.
Resitev: 0
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8.

2.1

2.2

Izracunaj plog¢ino lika omejenega s krivuljami 22 + y? = 2z, 22 +y? = 42, y = x in

y=0.

Resitev: @

Naj bo D obmocje v ravnini, ki ga omejuje krivulja z enacho
(:c2 + y2)2 =2 — y2.

Izracunaj

dx dy.

e

Resitev: ‘/?5

Trojni integrali

Trojni integrali v kartezi¢nih koordinatah

xT

. Izracunaj integral funkcije f(z,y,z) = £ + y2? po kvadru [0,2] x [1, €] x [3,6].

Ty

Resitev: 63e% — 57
Izracunaj maso in koordinate tezisca telesa, ki ga dolocajo neenache
0<z<1, 0<y<z, 0<z<uy

in ima gostoto p (z,y, 2) = ¥y.

Resitev: m = 4 T(7 21 7)

217 8732024
///(1—1‘) dz dy dz,
v

kjer je V obmocje v prvem oktantu, omejeno z ravnino z +y + 2z = 1.

. Izracunaj

Resitev: %

Trojni integrali v cilindriénih koordinatah

. Izracunaj volumen telesa omejenega s ploskvama 2z = 2% + y? in 2 = 2.

Resitev: 4w

Izracunaj volumen telesa omejenega s paraboloidom z = 2% + 3? in stoZcem z =
Va2 + oy

Resitev: %

Izracunaj volumen telesa, ki je doloceno z enacbami 22 + 2 + 22 < 2, 22 + 9> < 2% in
z > 0.

4r(v2-1)

Resitev: 3



2.3 Trojni integrali v sfericnih koordinatah

1. Izrac¢unaj prostornino krogle s polmerom R > 0.

~ e 3
Resitev: %

2. Izracunaj tezisce polkrogle nad zy-ravnino z radijem R in gostoto p(x,y,z) = 2.

cr 8RY. ,,, _ mR*
Resitev: (0,0, E)? m = -

3. Izracunaj tezisce dela enotske krogle, ki lezi v prvem oktantu.

st 0. (3 33\, _ 7w

Resitev: (g, 3 g), =%

4. Izracunaj integral funkcije f(x,y,z) = WIQ‘FZQ po telesu, ki ga dolo¢a neenacba 2 +
Y+ 22 <

Resitev: .



	Dvojni integrali
	Dvojni integrali v kartezičnih koordinatah
	Uvedba novih spremenljivk
	Dvojni integrali v polarnih koordinatah

	Trojni integrali
	Trojni integrali v kartezičnih koordinatah
	Trojni integrali v cilindričnih koordinatah
	Trojni integrali v sferičnih koordinatah


