Matematika 2

Dvojni in trojni integrali

(1) Izracunaj integrale:
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(2) Izracunaj integrale:

(a) funkcije f(z,y) = 2> + 2y po pravokotniku 0 < < 1,1 <y < 2,
(b) funkcije f(x,y) = xy po trikotniku, ki ga omejujejo premice y =0, y =z in x = 1,

(¢) funkcije f(z,y) = 2%y po liku med krivuljama y = x in y = 2%



Resitev: (a) Integrirali bomo po obmodcju z € [0,1] in y € [1, 2], kar nam da:
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(b) Trikotnik, ki ga omejujejo premice y = 0, y = z in x = 1, parametriziramo z = € [0, 1]
iny € [0,z]. Sledi
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(c) Obmogje med parabolo in premico lahko parametriziramo z z € [0,1] in y € [2?, ],
kar nam da:
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(3) Izracunaj volumen telesa, ki lezi pod grafom funkcije f(x,y) = 1 —x —y nad trikotnikom,
ki ga omejujejo premice xr =0, y=0iny=1—x.

Resitev: Volumen telesa, ki lezi pod grafom funkcije dveh spremenljivk f nad likom L, je

enak
V= //L F(z,y) dz dy.

Nase telo ima obliko Stiristrane piramide.
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Njen volumen je enak:
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(4) Izracunaj sredisce lika, ki je omejen s krivuljami y = 2%, y = 0 in z = 2.

Resitev: Iscemo sredisce lika, ki ima za zgornji rob kvadratno parabolo.
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Sredisce ravninskega lika L lahko izra¢unamo s pomocjo formul:
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kjer je S ploscina lika L, ki je v nasem primeru enaka
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Sedaj bomo izracunali oba integrala v Stevcih zgornjih ulomkov. Nas lik lahko parametriziramo
s predpisoma x € [0,2] in y € [0, 2?], od koder dobimo:
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Koordinati sredisca lika sta torej:
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Poglejmo se skico.
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)/ V22 4+ y?2dx dy, kjer je D kolobar 4 < 2% +y? < 9.
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Resitev: Kadar integriramo po krogih ali kolobarjih, je namesto v kartezi¢nih lazje ra¢unati
v polarnih koordinatah. Pri tem uporabljamo substitucijo:

X = rcos @,

Yy = 7rsin ¢.
Izraz dz dy moramo v tem primeru zamenjati z izrazom r dr d¢. Velja si zapomniti zvezi:

2 2 2
4y =0,

VETE =

a) Integrirali bomo funkcijo f(z,y) = —+—3 = — po krogu s polmerom R =
1—x*—y 1—r
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polarnih koordinatah ga parametriziramo s predpisoma ¢ € [0,27] in r € [O, %} Sledi
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Uvedimo novo spremenljivko 1 — 7% = ¢, ki nam da —2r dr = dt in
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(b) V tem primeru integriramo po kolobarju 4 < z2+y? < 9, ki ga lahko parametriziramo
s predpisoma ¢ € [0,27] in r € [2,3]. Torej je
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(6) Izracunaj volumen telesa, ki ga omejujeta ploskvi z = 3 — 22 — 3% in 2z = 222 + 2y°.
Resitev: Najprej izracunajmo presecisce danih ploskev. Veljati mora:
20% + 2% =3 — 2% — o,
2t +y? = 1.

Tloris telesa je torej omejen s kroznico 22 + y? = 1. Zgornja ploskev se ujema z grafom
funkcije f(x,y) = 3 — 2% — 92, spodnja pa z grafom funkcije g(x,y) = 222 + 2y>.

Dobljeno telo ima naslednjo obliko.

Ker integriramo po krogu s polmerom R = 1, bomo raje racunali v polarnih koordinatah.
Iz enakosti 3 — 2% — y? = 3 — r? in 222 + 2y? = 2r? dobimo:
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(7) Izracunaj sredisce kolobarja 1 < 2% + 9% <4, x>0, y > 0.

Resitev: Nas lik je del kolobarja, ki lezi v prvem kvadrantu.
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Lik bomo parametrizirali v polarnih koordinatah s predpisoma ¢ € [0, %] inr e [l,2].
Njegova plos¢ina je enaka cetrtini razlike ploséin vecjega in manjSega kroga, kar je enako
S=L(r-22-7.12) = ?jf. Poleg tega je:
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Od tod dobimo koordinati sredisca lika:
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Poglejmo se skico.




