Podatkovne strukture in algoritmi 1: predizpit
8. 1. 2018

Cas pisanja je 120 minut. Mozno je doseci 100 tock. Veliko uspehal!

1. naloga (25 tock)

Dan je graf G, prikazan na sliki spodaj. Vozlis¢a vedno obravnavamo po narasc¢ajocih oznakah.

a) (5) Predstavi graf s seznamom sosedov (G =[[...],[...],...]).
b) (7) Narisi DFS gozd grafa G. Kaksna je ¢asovna zahtevnost DFS?
c) (7) Narisi BFS gozd grafa G. Kaksna je ¢asovna zahtevnost BFS?

d) (6) Za vsak n konstruiraj primer povezanega grafa na n vozlis¢ih, pri katerem BFS in DFS
obiSceta vozlis¢a v enakem vrstnem redu.

Resitev

a) G=1[7,8],[2,5],[1,5],[2,4],[4,5,6],[1,2,5], [4], [0, 8], [0, 7]]
b)0—7-8,1-2-3-4-5 O(V +E)

q?—& 1—5—4—

7 2-3
d) Npr. pot na n vozlis¢ih osteviléenih od leve proti desni; zvezda na n vozliscih, kjer zaénemo
v centru; zvezda, kjer zacnemo v centru in kjer je zadnji krak pot...



2. naloga (25 tock)
Naj bo G omrezje brez zank z utezmi w: E(G) — R. Pazi, utezi so lahko tudi negativne.

a) (15) Razvij algoritem, ki v G najde najkrajSo pot iz kvec¢jemu k povezav od izbranega
vozlista s do vseh ostalih vozlisé v casu O(kE), ¢e taka pot obstaja.
Namig: za¢ni razmisljati pri k = 1 in k = 2 ter nadaljuj induktivno.

b) (5) Razvij algoritem za iskanje najkrajsih poti iz vozlis¢a s do vseh ostalih vozlis¢ s casovno
zahtevnostjo O(V E). Utemelji njegovo pravilnost.

c) (5) Spremeni algoritem tako, da hkrati preveri e, ali lahko iz s dosezemo kaksen negativen
cikel (in torej najkrajsa pot ni definirana)?

Resitev

a) Za k = 1 so najkrajse poti kar povezave do sosedov. Pri k = 2 imamo dve moznosti: ali je
najkrajsa pot do nekega vozlis¢a dolzine 1 ali pa je dolzine dva, v slednjem primeru je sestavljena
iz poti dolzine 1 in povezave. Nadaljujemo enako, najkrajsa pot dolzine k od s do t je lahko
sestavljena iz najkrajSe poti dolzine k£ — 1 od s do u in povezave ut, za vse sosede u od t.

Hranimo si tabelo dist(u), ki je na zac¢etku nastavljena na oo, razen d(s) = 0 in predstavlja
razdaljo od s do u. Za reSitev k-krat ponovimo naslednji postopek: Gremo Cez vse povezave
wv € E. Za vsako povezavo uv preverimo, ali je dist(u)+w(uv) < dist(s), in ¢e je, posodobimo
dist(s) na to vrednost. Na i-ti iteracije pregledamo vse mozne najkrajse poti dolzine i, torej
na koncu res najdemo najkrajse poti od s, ki so krajse od ali dolge k. Casovna zahtevnost je
o¢itno dosezena, saj imamo dve neodvisni gnezdeni zanki do k in do |E|. V psevdokodi:

repeat k times:
for each (u, v) with weight w in E:
if dful + w < d[v]:
dlv] := dlul + w
prevlv] :=u

b) Vsaka pot je gotovo dolga manj ali enako |V| — 1 povezav. Pozenemo algoritem iz tocke a)
za k = |V| — 1. Casovna zahtevnost sledi iz a).

c) Pozenemo algoritem iz tocke a) Se enkrat. V |V|—1 iteracijah je Ze nasel najkrajse poti, zato
se ne bi smelo ni¢ spremeniti. Ce se katera od vrednosti spremeni, imamo negativen cikel.

Ta algoritem je znan kot Bellman-Fordov algoritem.



3. naloga (25 tock)

Spomni se implementacije vrste, ki lahko vsebuje najve¢ N elementov, s tabelo dolzine N, pri
¢emer hranimo indeks zacetka in dolzino vrste. V praksi zgornje meje Stevila elementov ne
poznamo, zato moramo, ko bi Stevilo elementov v vrsti preseglo velikost tabele, narediti novo
vecjo tabelo in vanjo prekopirati trenutno vrsto ter vstaviti nov element. Analiziraj dva nacina
povecevanja tabele.

a) (10) Izberimo fiksen £ € N, & > 1. Za¢nimo s tabelo velikosti k. Nato izvedemo m > k
push operacij, pri ¢emer, ko zmanjka prostora, alociramo novo tabelo, ki ima za k elementov vec
prostora in vanjo skopiramo elemente vrste in dodamo nov element. Koliko je skupna casovna
zahtevnost teh m operacij in koliko je povpreéna zahtevnost posamezne operacije?

b) (10) Naredimo enak test kot v prejsnji podnalogi, le da tokrat, ko nam v tabeli velikosti n
zmanjka prostora, naredimo novo tabelo velikosti [an] za nek o > 1. Koliko je sedaj skupna
¢asovna zahtevnost teh m operacij in koliko je povprecna zahtevnost posamezne push operacije?

c) (5) Kateri pristop bi izbral? Komentiraj tudi razlike v prostorski zahtevnosti. Predlagaj
strategijo za zmanjSevanje tabele, ko naredimo veliko pop operacij, in oceni njeno povprecno
¢asovno zahtevnost.

Resitev

a) Na vsakih k operacij bomo kopirali celo tabelo, ki bo ob i-tem kopiranju velika ik. Teh
kopiranj bo d := [}*]. Ostale operacije so konstantne. Skupna zahtevnost je tako

d(d+1)

5 ) = O(m +m?/k) = O(m?/k).

d
Tz@(m)+2ik::@<m+k
=1

Povprecna zahtevnost je ©(m/k), kar je linearno v m.
b) Tabele so velikosti k, [ak], [a[ak]], ...V novo tabelo kopiramo, ko stara tabela doseze
priblizno o'k elementov, dokler ni o’k > m, torej i < log,(m/k). Skupna zahtevnost je tako

llog, (m/K)] [log,,(m/k)|+1 _ 1
T =0O(m) + Z a%:@(m)—kk(a ] )Z
=0
m/k—1 m—k
-6(m)+0 (7 ) = om +o (=7 ) =em

Povpreéna ¢asovna zahtevnost je O(1), saj je a konstanta.

c) Druga strategija je v splosnem boljsa, saj ima push operacija konstantno povpreéno ¢asovno
zahtevnost. Le v primeru, ko bi bili seznami zelo kratki, bi uporabili prvo strategijo. Je pa
druga lahko prostorsko potratna, saj je lahko nase maksimalno stevilo elementov tako, da ravno
preseZzemo mejo in ostane npr. polovica nove tabele neuporabljene.

Za zmanjSevanje bi uporabili analogno strategijo kot v drugi tocki, ko je za nek g € (0,1)
tabela manjsa kot |fAn], prestavimo vrsto v manjso tabelo. Pametno je, da ta tabela ni velika
tocno |fAn], saj nam v tem primeru naslednja push operacija spet sprozi realokacijo. Zato tabelo
naredimo veliko npr. L#nj Analiza ¢asovne zahtevnost je enaka, le da vrsto se§tejemo v drugo
smer in z drugim faktorjem, in povpreéna zahtevnost je zopet O(1).

Zanimivost: Python uporablja strategijo z n — n +n > 3, kar je a = 1.125, z dodatnimi
specializacijami za sezname, krajse od 20 elementov.



4. naloga (25 tock)

Podan imamo stolpi¢ni diagram iz n stolpcev. Stolpec i je pravokotnik od koordinate (i — 1,0)
do (i, h;), za i = 1,...,n in neke visine h; € N, h; > 0. Izracunati Zelimo plos¢ino najvecjega
pravokotnika, ki ga lahko vértamo na obmodéju, ki ga pokrivajo stolpci.!

a) (10) Razvij algoritem, ki izracuna odgovor. Uporabi metodo deli in vladaj, pri ¢emer deli

strnjenega podseznama od i do j najti v O(logn) casa.

b) (10) Definirajmo koli¢ino r; € [0,n — 4], ki predstavlja “doseg v desno tik izpod vrha i-tega
stolpca”, definiran kot 7; = min{j —i—1; hj < h; in j > i} oz. r; = n —1, Ce je mnozica prazna.
Razvij O(n) algoritem za izra¢un vseh r;. Utemelji, da algoritem res dosega iskano ¢asovno
zahtevnost.

Namig: sklad.

c) (5) Analogno definiramo in izra¢unamo “doseg v levo”. S pomocjo obeh dosegov v ¢asu
O(n) resi zacetni problem.

Resitev

a) Zapisemo zvezo

0, 2]

max(m - (j — i), maxp(s, i, m), maxp(s,m + 1, j), kjer m = argmin s, sicer ’
1<k<j

ki prestavlja maksimalno plos¢ino na s[i : j]. Poklicemo z maxp(s, 0,len(s)) in dobimo rezultat.
Casovna zahtevnost: v najslabSem primeru je minimum vedno na robu in dobimo zahtevnost:

T(n) <O(n)+ Z(logn +2) = O(nlogn).
i=1

b) Procesiramo seznam od leve proti desni. Dokler stolpci padajo, jih dajemo na sklad. Ko
pridemo do stolpca i, ki je ve¢ji kot zadnji na skladu, iz sklada odstranimo elemente in pri j-tem
nastavimo r; =i — j — 1. Nato damo i-tega na sklad in nadaljujemo naprej do konca seznama.
Preostalim elementom na skladu nastavimo r; = n — i. Elementi na skladu so vedno padajoce
urejeni. Casovna zahtevnost je O(n), saj kljub temu da lahko na neki iteraciji zunanje zanke
pregledamo skoraj cel sklad, vemo, da bo vsak element dan in vzet is sklada natanko enkrat in
bo skupen cas dela s skladom reda 2n. Ostale operacije so konstantne znotraj for zanke do n,
skupna zahtevnost je tako O(n).

c) Oznac¢imo z ¢; in r; dosega v levo in desno. Vsak izmed n stolpcev s svojo visino in
obema dosegoma definira nek pravokotnik, preprosto pogledamo kateri je najvec¢ji. Odgovor je
max ((r[i]+1[i]+1)*h[i]) for i in range(n)). Celoten izracun traja trikrat O(n) casa, kar

je O(n).

1Ta naloga se pogosto pojavlja na programerskih intervjujih za sluzbo.



