SLUCAJNI PROCESI 1 (FINMAT) — 3. pisni izpit

Cas pisanja: 90 min. Zbrati je mozno 100 tock.
Vse odgovore /izrac¢une je potrebno utemeljiti. Lahko piSete s svincénikom.

19. avgust 2019

1. (25 tock) Naj bo N ~ HPP(\), A € (0,00), in naj bo Y slufajna spremenljivka z
vrednostmiv {—1,1}, P(Y = 1) = 1/2, neodvisna of N. Definirajmo “sluc¢ajen telegrafski

signal™:
X, =Y(=D)M, te0,00).

Dolo¢ E[X;] in cov(X}, X) [Ali sta X, in X; neodvisni?], {s,t} C [0, 00).

Resitev. Ratunamo: E[X;] = E[Y(—1)M] = E[Y]E[(—1)™] = 0. Posledi¢no je (naj
bo s < t, brez §kode za splognost) cov(X;, X,) = E[X, X;] = E[Y2(—1)NtNs(—1)2N:] =
E[(=1)Ne=Ne] = Z;O(—l)kWe_’\(t_s) = ¢ 2Mt=9) Seveda X, in X, ne moreta

biti neodvisni, ker njuna kovarianca ni 0.

2. (25 tock) Naj bo {tg,A\,b,7} C (0,00). Preizkusi prihajajo skladno s prihodnimi ¢asi
homogenega Poissonovega procesa N z intenziteto . Za i € N prestanemo i-ti preizkus,
¢e je njegova zahtevnost X; manjSa ali enaka naSi stopnji pripravljenosti za soocenje z
njim v trenutku, ko do njega pride. Ob ¢asu t € [0,00) je ta stopnja pripravljenosti
enaka 7(1 — e~"). Sluc¢ajne spremenljivke X;, i € N, imajo vrednosti v (0,7), so n.e.-
Unif((0,7))-p., neodvisne od N. Dolo¢i verjetnost, da na ¢asovnem intervalu (0, to]

prestanemo vse preizkuse.

Resitev. Naj bo R = > . La((S;, X)), kjer je A = {(s,2) € (0,%] x (0,7) :
r(l —e) < z}. Tedaj nas zanima P(R = 0). Iz markiranja sledi, da je R ~
Pois(\ [,° ds frr(l—e_bs) dz/r). Torej P(R = 0) = exp{—\ [}* e ?ds} = exp{—2(1 —

e—bto )}

3. (25 tock) Naj bo A € (0,00), b € (0,00), b < A~'. Piskote delijo v skupni sobi ob
prihodnih ¢asih Poissonovega procesa s funkcijo intenzitete p, pri ¢emer je za t € [0, 00),
p(t) = N*te™*. Na delitev smo pripravljeni ¢akati najve¢ b ¢asa po naSem prihodu v
skupno sobo. Ob katerem ¢asu T' € [0, 00) naj pridemo v skupno sobo, da bo verjetnost,
da bomo delezni delitve piskotov kar najve¢ja? Ce ta optimalen ¢as oznadimo z g(\, b)),
koliko je limyyo g(A, b) (A fiksiran)? (Ce piskote delijo ravno ob naSem vstopu v skupno
sobo, jih nismo delezni; obratno, ¢e jih delijo, ko ravno odhajamo, pa jih dobimo.)



Resitev. Omenjena verjetnost je 1 — P(Npypy — Np =0) =1 —e” I 7 pwdu -\
ksimizirati slednje pomeni maksimizirati f;‘,mrb p(u)du. O¢itno je limp_,., tega izraza
enaka ni¢ (npr. ker p eksponentno usiha, in je zato integrabilna). Naprej, p na
[0, A7!] strogo narasca in b < A7!; sledi, da optimalen T ne bo na robu (ne bo 0).
Torej bo dovolj preveriti stacionarne tocke: % ;Urb p(u)du = 0. Iz osnovnega izreka
analize je slednji pogoj ekvivalenten p(T + b) — p(T) = 0, viz. (T +b)e ™ =T,
oz. T = b/(e* — 1), kar je na§ optimalen 7. V limiti b | 0 dobimo seveda A7,
maksimizator p-ja.

4. Naj bo N prenovitveni proces prirejen zaporedju (T;);ey n.e.-s porazdelitveno funkcijo

F-p. slu¢ajnih spremenljivk z vrednostmi v [0,00), F(0) < 1. Naj bosta (A;)cjo,00) inn
(Et)tejo,00) Procesa starosti in presezkov v N. Naj bo e {n1,m2} C [0,00), m < mp.

(a) (12 tock) Zapisi prenovitveno ena¢bo za funkcijo ¢ : R — [0, 1], dano s predpisom
9(t) = Lpoo)(t)P(meA;s > B > mAy), t € R

(b) (13 tock) Predpostavi, da je u := E[T}] < oo in F nearitmeti¢na. Dolo¢i limy_,« g(t).

Resitev. (). Zat € [0,00) je g(t) = f[oﬂg(t — 8)dF(s) + P(nget > T1 — t >
MET > 1) = oot — AF(s) + P+t = T > (L+m)t) = [, ot —
s)dF(s) + F((1 + mo)t) — F((1 + m)t). Torej je g = g* F + h, kjer je h(t) =
Ljo,00) () (F((1 +m2)t) — F((1+m)t)), t € [0,00).

(b). Funkeiji g in & sta lokalno omejeni (celo omejeni) in Borelovo merljivi. Funkcija
h je nenegativna, zvezna skoraj povsod (celo povsod razen v §tevno mnogo tockah,
ki ustezajo (modulo faktorja 1+ 1, 1+ 72) nezveznostim nepadajoce funkcije F') in
omejena navzgor s funkcijo (R 3 ¢ +— Ty o0y (1) (1= F((14m1)t))), ki je nenarascajoca
in integrabilna (ker je p < 00). Kot taka je d.R.i.; Smithov izrek nam pove, da je

potem lim, oo g(t) = [~ h(t)dt/p= (1 +m)~ = (L+n2)"" = g5 i




