Problem razvoza
Pisni izdelek pri predmetu Komuniciranje v matematiki

BENISA Risovid¢

5. januar, 2021



1 Uvod

Stroski logistike predstavljajo velik del konénih stroskov Stevilnih podjetij. Pro-
blem razvoza sodi med linearne optimizacijske probleme. Na splosno pomeni
optimirati narediti neko stvar tako, da je ta najugodnejsa oziroma najboljsa glede
na dane moznosti.

Pri optimizacijskem problemu is¢emo ekstrem neke realne funkcije, ki ji bomo
rekli namenska funkcija, na neki mnozici, katere elemente imenujemo dopustne
resitve.

1.1 Definicija problema razvoza

Dano je transportno omrezje, po katerem prevazamo doloceno dobrino. V neka-
terih krajih je ve¢ porabijo kot je pridobijo in povprasujejo po njej, v drugih je
ve¢ pridobijo kot je porabijo in jo ponujajo. Predpostavljamo, da je skupno pov-
prasevanje enako skupni ponudbi in da za vsako povezavo v omrezju poznamo ceno
prevoza po njej. Koliko enot dobrine naj pripeljemo po posameznih povezavah,
da bomo z najmanjsimi prevoznimi stroski zadostili ponudbi in povprasevanju v
vseh krajih omrezja?

Utezi v vozliscih a, b in ¢ predstavljajo povpraSevanje (ée so pozitivne) oziroma
ponudbo (¢e so negativne), utezi v kvadratkih na povezavah predstavljajo cene pre-
voza enote dobrine vzdolZ povezave. V skladu s predpostavko o podatkih je vsota
utezi v vozliséih enaka 0.

Naslednja slika predstavlja enega izmed moznih razvozov (utezi v oklepajih na
povezavah):



Razvoz je dopusten, Ce je nenegativen in Ce zadosti povprasevanju in ponudbi v
vseh vozliséih. Torej mora biti razlika med kolicino dobrine, ki jo v neko vozlisce v
pripeljemo, in koli¢ino dobrine, ki jo iz v odpeljemo, enaka povprasevanju oziroma
ponudbi v vozliséu v. Preverimo to za razvoz na sliki:

levo vozlisée: 0 - (2 + 5) = -7
desno zgornje vozlisée: (2 + 1) -0 =3
desno spodnje vozlisce: (5 +0)-1=4

Dobljene enacbe imenujemo Kirchoffouvi zakoni. Razvoz na sliki je torej dopusten,
njegova cena paznasa 3-2+1-54+1-14+6-0=6+5+1=12.

Opomba: Predstavljeni razvoj je dopusten, ni pa najbolj optimalen (razvoz
ni najcenejsi).

1.2 Podatki problema razvoza:
1. usmerjen graf G = (V| E),

DEFINICIJA 1. Usmerjen graf G = (V, E) je V mnozica vozlis¢, ki pred-
stavljajo kraje in £ mnozica povezav, ki predstavljajo enosmerne ceste med
njimi.

2. za vsako vozlisce v € V je dana utez b, € R, ki po dogovoru predstavlja

e povprasevanje v vozliScu v, ¢e je b, > 0, oziroma

e ponudbo v visini |b,| v vozliscu v, ¢e je b, < 0,



3. za vsako povezavo e¢ € F je dana utez ¢, € R, ki predstavlja ceno prevoza
enote tovora vzdolz povezave e.

Predpostavka o podatkih: 3 ., b, = 0 (skupno povprasevanje je enako
skupni ponudbi).

Is€emo: za vsako povezavo e € F razvoz z. € R, ki zadoSca pogojem

1. z. > 0 za vse e € E (nenegativnost),

2. > xe— > x.="b, zavse v €V (Kirchhoffovi zakoni)
omec(e)= fek(e)=

in ima med vsemi taksnimi najmangse skupne prevozne stroske

g CeTo.
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2 Resevanje problema razvoza

Problem razvoza je poseben primer linearnega programa. Najbolj enostaven nacin
za reSevanje je uporaba simpleksne metode na omrezjih po kateri problem
razvoza resujemo v originalni obliki neposredno na danem grafu.

IZREK 2.1. Podgraf T grafa G imenujemo vpeto drevo grafa G, ¢e je povezan,
nima ciklov in vsebuje vsa vozlisca G.

DEFINICUIIA 2. Dopustno resitev x € R™ problema razvoza imenujemo drevesna
dopustna resitev (ddr), ce v grafu G obstaja vpeto drevo T', tako da je razvoz
x na vseh povezavah zunaj drevesa T' enak 0.

Denimo, da je x dopustna drevesna resitev, ki ustreza vpetemu drevesu T'
(t.j. ze = 0 za vse povezave e ¢ E(T)). Izboljsati jo skusamo z minimalno spre-
membo vpetega drevesa, ki jo dosezemo takole: Izberemo wvstopajoco povezavo
e € E(G)\ E(T) in jo dodamo drevesu T'. Nastali graf T'+ e vsebuje natanko en
cikel C. Na tem ciklu izberemo izstopajoco povezavo f # e in jo odstranimo iz
grafa T + e. Tako dobimo novo vpeto drevo T'4 e — f, ki enoli¢no dolo¢a novo
dopustno resitev, po moznosti cenejso od prejsnje ddr z.



2.1 Osnovna varianta simpleksne metode na omrezjih

Za lazjo interpretacijo simpleksne metode na omrezjih bomo v nadaljevanju po-
vezavo e = v;v; krajse pisali v obliki e = ij.

Algoritem za iskanje najboly optimalnega razvoza na omreZju:

1. V vozliscih vy, vq, ..., v, dolo¢imo potencialne cene prevoza yi,vya, .- -, Ym
kot resitev sistema linearnih enacb

v = 07
Yi + cij = y; za vse povezave 1j drevesa T

2. Vstopajoco povezavo e izberemo med tistimi povezavami ¢j zunaj drevesa
T, za katere je

Yi +ciy <y;j
3. Graf T + e vsebuje natanko en cikel C. Povezave cikla C' delimo na preme
(ki doloc¢ajo isto orientacijo cikla C kot e) in obratne (ki dolo¢ajo nasprotno
orientacijo cikla C kot e). Naj bo

t := min{z,,; uv obratna povezava na C'}.

IzstopajoCo povezavo f izberemo med tistimi obratnimi povezavami uwv, pri
katerih je dosezen zgornji minimum (t.j. tistimi, za katere je x,, = t).

4. Razvoz na premih povezavah povecamo za t, na obratnih zmanjSamo za t.
Drevo T nadomestimo z drevesom 7'+ e — f in se vrnemo na korak 1.

Korake 1 - 4 ponavljamo, dokler

A) na 2.koraku ne moremo izbrati vstopajoce povezave, ker za vse povezave ij
zunaj drevesa T velja y; + ¢;; > y;, ali pa

B) na 3.koraku ne moremo izbrati izstopajoce povezave, ker na ciklu C' ni no-
benih obratnih povezav.



3 Neomejenost problema razvoza

Neomejenost problema razvoza pomeni, da nam prevoznik pla¢a poljubno veliko
vsoto, ¢e le posljemo dovolj veliko koli¢ino dobrine naokrog po nekem negativnem
ciklu C' grafa GG. V praksi je torej obstoj negativnih ciklov v prevoznih omrezjih
malo verjeten.

DEFINICIJA 3. Naj bo C cikel v usmerjenem grafu G z utezmi na povezavah. Ce
so vse povezave na ciklu C' enako usmerjene, vsota njihovih utezi pa je negativna,
je C mnegativen cikel.

IZREK 3.1. Ce pri reevanju problema razvoza s simpleksno metodo na omrezjih
cikel C' v grafu T'+ e ne vsebuje obratnih povezav, je C' negativen cikel v grafu G.

POSLEDICA 3.2. Ce pri resevanju problema razvoza s simpleksno metodo na
omreZzjih na nekem koraku cikel C' v grafu T + e ne vsebuje obratnih povezav,
je problem neomejen.

DOKAZ. Po izreku 3.1. je C negativen cikel v grafu G. Ce razvoz na vseh pove-
zavah cikla C' povecamo za isto stevilo ¢t > 0, Kirchoffovi zakoni ostanejo veljavni
in s tem resitev dopustna, prevozni stroski pa se zmanjsajo za

denarnih enot.
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Ker gre t proti oo, gredo prevozni stroski —oo, torej je v tem primeru problem
razvoza neomejen. O

4 Problematika razvoza v logisti¢cnih podjetjih

Zgled uporabe problema razvoza v logistiki: Uspesno logisticno podjetje
razpisSe oglas za delovno mesto logisticnega tehnika. Podjetje od kandidatov zah-
teva reditev spodnjega problema, kot klju¢ za razgovor. Ce se zanimate za ome-
njeno delovno mesto, poskusite resiti slede¢ problem.

Problem: S pomocjo simpleksne metode na omrezjih poiscite najcenejsi razvoz po
spodnjem omrezju. Koliksna je cena tega razvoza?
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