1. izpit iz Mehanike 6. februar 2019

1. Materialna tocka z maso m se giblje premoértno pod vplivom potenciala U = Uy(8 cosh aux —
cosh? ax).
(a) Kvalitativno obravnavaj mozna gibanja.

(b) Izracunaj periodo harmoni¢éne aproksimacije nihanja okoli ravnovesne lege.

2. Materialna tocka z maso m se giblje v polju centralne sile po tiru r(¢) = (7 +¢)* z dvojno
plosé¢insko hitrostjo Cy.
(a) Dolodi silo.
(b) Izracunaj efektivni potencial.

(c) Doloéi ¢as v katerem tocka pade v center sil iz zacetne razdalje r(t = 0) = rom?.

3. Vodilo, ki oklepa kot a z navpicnico se enakomerno s kotno hitrostjo wg vrti okrog navpicne
osi, po vodilu pa je brez trenja gibljiva materialna tocka z maso m, ki je pripeta z vzmetjo
tako kot kaze skica. Dolzina neraztegnjene vzmeti je [, koeficient vzmeti pa k.

(a) Zapisi enacbe gibanja v relativnem &
koordinatnem sistemu, ki se vrti wo
hkrati z vodilom.

(b) Reduciraj gibanje na premocrtno gi-
banje tocke vzdolz vodila.

(¢) Dolo¢i ravnovesni polozaj. Kdaj je
stabilen?

4. Na valj navijemo vrvico, na drugi konec
pritrdimo utez, nato pa vrvico obesimo ¢ez
skripec tako kot kaze skica. Valj in Skripec,
ki imata enak polmer, imata maso m1, utez
pa mao.

(a) Zapisi enacbe gibanja. mi

(b) Dolo¢i maso utezi tako, da bosta valj
in utez padala z enakim pospeskom.




Resitve

1. (a) Za kvalitativno obravnavo prvo nariSemo graf potenciala. Vidimo, da je graf simetri¢en
glede na os y, in da je lim, ,o U(z) = —oo ter U(z = 0) = 7Uy. Za majhne vrednosti
x prvi élen v U(z) prevaga drugi ¢len, zato potencial v okolici # = 0 naraséa, izven
okolice pa pada. Sklepamo, da ima funkcija poleg lokalnega minimuma v x = 0 Se
lokalni maksimum. Pois¢imo ga. Izracunajmo

U'(z) = 2aUy (4 — cosh ax) sinh ax
Stacionarni tocki sta 1 = 0 in 5 = +arccosh4. Drugi odvod je
U" =20°Up (— sinh? oz + (4 — cosh ax) cosh az).

Ker je U" (1) = 62Uy in U” (22) = —202Up sinh? axy = —30a2Uy, je 21 = 0 res lokalni
minimum, x, pa sta lokalna maksimuma.

Slika 1: Skica potenciala za o =1 in Uy = 1.

Za Ey > U(xzz) = 16Uy je gibanje neomejeno, za TUy < Ey < 16U, je lahko gibanje
omejeno ali neomejeno, za Ey < 7Uy pa je gibanje ponovno neomejeno.

(b) Za Eq = TUy + €, kjer je € majhno pozitivno Stevilo, je gibanje omejeno, periodo pa
lahko aproksimiramo s harmoni¢no aproksimacijo
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2. (a) Silo dolocimo z Binetovo enacbo a = —CZu?(u + u"), kjer je u = 1/r = ry (7 + )%
Potem 4 20
u=——m+e)? W= (r+e)
To To

Upostevajmo, da je m 4 ¢ = (r/r¢)*/%. Od tod sledi

o =20, /701
rrTr
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F =ma=-mC} <1 + 204/ T:) 5= -mCj (7‘73 + 20\/%7“77/2) .

(b) Potencial sile je
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Efektivni potencial pa je
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Vidimo, da tocka, ki se giblje proti centru sile pade v center sile.

Pri t = 0 je 7(t = 0) = rom*. Potemtakem p(t = 0) = 0. V ¢asu T, ko tocka pade v
center sile je r(t =T) = 0 in zato ¢(t = T') = —n. Tocka se torej giblje v smeri urinega
kazalca, zato je Cy < 0. Upostevajmo, da je ploscinska hitrost konstantna. Potem je
%COT = A, kjer je A ploscina

Postavimo koordinatni sistem, ki se vrti hkrati z vodilom in usmerimo os €3 v smer osi
rotacije. Vektor kotne hitrosti je potem & = wes. Krajevni vektor do materialne tocke
je ¢ = r(sinaé, + cosady). Tu smo z r = r(t) zapisali oddaljenost tocke do izhodisca.
Na tock deluje sila vezi S = S(—cosa€) + sinaés) + S2é5. Tu smo upostevali, da je
gibanje po vodilu brez trenja, zato je S pravokotna na vodilo. Na tocko delujeta Se sila
teze mg in sila vzmeti

F = —k(r — ) (sin o€, + cos aés).

Enacba gibanja v vektorski obliki je
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Komponentni zapis enach je

msinait = —k(r — ) sina + mw?rsina — S cos
0 = —2mwrsina + S,
mcos ait = —k(r — l) cosa — mg + Ssina.

Pomnozimo prvo enacbo s sin «;, tretjo s cos o in seStejmo. Tako dobimo

2 2

P+ —(r—1)—wsin“ar = gcosa.
m

Gibanje smo tako reducirali na premoc¢rtno gibanje koordinate 7.

V ravnovesnem polozaju je 7 = 0. Iz zgornje enacbe potem dobimo

(k 2,2) kl
— —w'sm o |r=gcosa+ —.
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Resitev te enacbe je
_ gcosa+kl/m
C k/m—w?sin® o’

Dobljeni r doloca ravnovesje pri pogoju, da je pozitiven. Tako dobimo pogoj k/m >

w?sin? a. Pri tem pogoju je ravnovesje tudi stabilno.



(a)

Oznac¢imo s x razdaljo sredisca valja do stropa, z y pa razdaljo sredisca utezi do stropa,
s 1 zasuk valja in z @9 zasuk Skripca. Oba kota usmerimo v nasprotno smer urinega
kazalca. Enacbi gibanja valja sta

1
mli =mig — Sl, §m1a2¢1 = aSl.

Tu smo z a zapisali polmer valja, z S7 pa silo vrvice na valj. Enacba gibanja utezi je
mayj = mag — Sa,

enacba vrtenja Skripca pa je

1 ;
§m1a2<p2 = a(Sl — 52)

Kinematicni vezi sta
apy = -y, &= a(p1+ ¢2).

Iz pogoja @ = g sledi g — S1/my = g — So/mg oziroma S;/m; = S3/my. Nadalje iz
kinemati¢nih vezi na vrtenje dobimo ¢ = —2¢5, iz enacb vrtenja pa

apr = 251/my, apa = 2(S1/my — Sa/my).

Zdruzimo enacbi. Dobimo

Od tod 351 = 252 in ker je Sl/ml = Sg/mg, sledi
3

mg = —Mj.
2



