3. izpit iz Mehanike 27. junij 2019

1. Materialna tocka z maso m in nabojem q se giblje premocrtno po osi z pod vplivom privlacne

elektri¢éne sile dane z enakomerno porazdeljenim nabojem vzdolz kroznice z2 + y? = a2.

(a) Pokazi, da je elektri¢na sila oblike
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kjer je po pozitivna konstanta.
(b) Poisci potencial sile in kvalitativno obravnavaj gibanje.
(¢) Izracunaj periodo harmoni¢ne aproksimacije nihanja okoli ravnovesne lege.
ro

2. Materialna tocka z maso m se giblje v polju centralne sile po tiru r(p) = e Tocka je v

zaCetnem trenutku oddaljena od centra sil za r(t = 0) = r( in ima brzino vy = rgv/1 + a?8.

(a) Dolodi silo, poiséi njegov potencial in zapisi pripadajoci efektivni potencial.
(b) Iz zaetnih pogojev doloci ploscinsko hitrost.

(c) Doloéi trajektorijo ¢ = ¢(t).

3. Materialna tocka se giblje po gladki logaritemski spirali r = rg e?, spirala pa se enakomerno
vrti okrog osi, ki gre skozi sredisce spirale in je pravokotna na ravnino spirale. Na materialno
tocko deluje le sila vezi. V zacetnem trenutku je 6(¢t = 0) = 0, tocka pa miruje.

(a) Izrac¢unaj dolzino loka spirale.
(b) Zapisi enacbe gibanja v relativnem koordinatnem sistemu, ki se vrti hkrati s spiralo.

(¢) Pomnozi enacbo gibanja z enotskim vektorjem v smeri tangente na spiralo in resi do-
bljeno enacho.

4. Homogena polkrogla se vrti okrog navpicne stalne osi, ki je v smeri osi simetrije polkrogle, s
svojim ravnim delom roba pa pri tem drsi po hrapavi ravni podlagi.

(a) Izrac¢unaj vztrajnostni tenzor polkrogle.

(b) V koliksnem ¢asu zacetna kotna hitrost vrtenja wy pade na poloviéno vrednost, ¢e je
koeficient trenja med polkroglo in podlago enak k. Tu upostevaj, da na element povrsine
dA deluje sila trenja dF = kmgdA/A v nasprotni smeri gibanja.



Resitve

1. (a) Med nabojem ¢ na osi z in infinitezimalnim delom kroznice

okoli tocke P deluje elektri¢na sila z
-  kqo P— Py
dF = — ——— q
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kjer je k Coulombova konstanta, o gostota naboja na
kroznici, Py polozaj naboja ¢ na osi z in r razdalja r =
|P — Py|. Zaradi simetrije deluje rezultanta sil samo v se-
mri osi z in je enaka

kqo2ma

- z -
5 cosbk = —pg

(a% + 22)3/2 k.

AL

F=—
a2+ z

Tu smo oznacili pg = 2wakqo.

(b) Potencial je dan z F = — grad U. Potem,
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Tu smo vzeli U(—o0) = 0. Gibanje je neomejeno za Ey > 0 »\4\““

in omejeno za —pg/a < Eg < 0. Za —pp/a < Ey < 0 naboj
oscilira okrog z = 0.

(¢) Perioda harmoniéne aproksimacije je

T = 21\/m]U"(0).

Izracunajmo U”(0). Prvi odvod ze poznamo, saj je grad U = —F. Potem

1
U"(0) = po EE |20 = ho/a’
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T = 2ray/ma/ po.

2. (a) Uporabili bomo Binetovo ena¢bo. Pisimo u = 1/r = %(1 + ap). Potem v’ = X in

u” = 0. Sila je potem

F = —mC2u’e, = mC2r3¢,.
Potencial sile je
1 1
V=-mC:— =-1I? .
Mo 2mr?

Efektivni potencial pa je tako



(b)

Vektor hitrosti je 0 = 7€, 4+ r$é,. Potem v = /72 + C3r—2. Nadalje je
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Upostevajmo, da je vg = r9v/1 + a23. Tako dobimo Cy = Bré.
Velja
C, 2
:—20: ﬁ(1+acp) = B(1+ap)”.
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Dobili smo diferencialno enacbo z loc¢ljivima spremenljivkama. Po krajSem racunu z
upostevanjem pogoja ¢(0) = 0 dobimo
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Element lo¢ne dolzine je ds = /12 4+ 1/2df = rov/2 e’ df in tako
0
3=/ ds = \2rye’.
0

V RKS, ki se hkrati vrti s spiralo je
m(38; + k§2En) = —m@ X (& x () — 2m@ X Ty + S.

Tu je 5: ré, krajevni vektor do tocke na spirali, S pa je sila sile vezi, ki deluje v smeri
normale €.

-

Izratunajmo & x (@ X ¢) = —rw2€, in pomnozimo encbo skalarno z €;. Potem je
. 25 o
m§ = mrwié, - €.

Tu smo upostevali, da je vektor relativne hitrosti v smeri tangente na tir, zato je skalarni
produkt Coriolisove sile s tangento enak ni¢. Izrac¢unajmo posebej

=1/V2.

€ =¢Er (r'e. +rep)

7.2 +T/2

Tako dobimo
§=roe’ wi/V2= ,50

Splosna resitev enacbe je

s = Acosh(wot/v/2) + Bsinh(wot/v/2).

Polmer krogle ozna¢imo z a. Izraéunajmo momente

2m
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I, —/ x dm—p/ r dr/ sin 0 df d<pr cos? psin 0—1—5pa —gma2

Zaradi simetrije je I, = I, moment I, pa je

2 1
1, —/z dm = p/ r dr/ sin 6 df d<pr cos H—Bpa —gma2

Vztrajnostni tenzor polkrogle s polom na v PO(O,O,()) je tako digonalen in je enak
J = ma’L



(b) Enacba gibanja okrog stalne osi je J3¢ = N3, kjer je N3 komponenta navora sile trenja
v smeri osi rotacije. Velja dN = #"xdF = —i'x 5fe, dA = ="k dA. Tu je A povrsina
sti¢ne ploskve, torej A = ma?, dA pa je povrsinski element. Potem je

- - 2 @ 2
N:—%k rdA:—miW/o r2dr:—§mga.

Enacba gibanja je tako
in od tod

V zacetku je ¢(t = 0) = wy. Potem je ¢ = —%agt + wp. Cas v katerem kotna hitrost

pade na na wy/2 je tako
o 3WQ
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