Poglavje 1

Plavajoca vejica

Naloga 1.1 (Vaje) Pretvori stevilo 7.721 v sistem P(2,6,—10,10).

predznak (11 bitov) (52 bitov)

o J, eksponent e mantisa m
[ [ |
L T T T T T  PP
53 62 52 51 0

Slika 1.1: Plavajoca vejica
Ce ho¢emo stevilo x zapisati v sistemu P(b, ,t, L, U), i§¢emo zapis normalizirane oblike
:|:1.01 oGt be,

kjer je L < e < U. V primeru, ko stevilo ni predstavljivo, uporabimo zaokrozanje. Naj bo
x=1l.cica...ctCeqq ... - b° v neskonénem decimalnem zapisu. Ce je ct41 < b/2 odrezemo Stevke
od (t + 1)-ve naprej in je fl(z) = £l.cica... ¢ - b°, Ce pa je ¢4 > b/2 zaokrozimo navzgor,
fi(z) =+ (L.ereg ...+ b78) - bC.

Regitev. Stevilo najprej pretvorimo v dvojiski zapis. Najprej se lotimo celega dela.

= 3x2+1
= 1%x2+1
= 0x24+11

Preberemo navzgor in dobimo 7 = 111(y). V naslednjem koraku pretvorimo se decimalni del v
dvojiski zapis.

0.721%x2 = 0.442+1]

0.442x2 = 0.884+4+0
0.884 %2 = 0.768+1
0.768 %2 = 0.536+1

05362 = 0.072+1
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Torej je
zaokrozimo

f(7.721) = l (111.10111(5)) = 111.1100.

Ker iS¢emo zapis normalizirane oblike, moramo stevilo deliti/mnoziti z dva, dokler ne dobimo
oblike 1.cicaczescscg. Torej 111.1100(5) = 1.111100(2) * 23, Mantisa je 0.111110, eksponent pa
32) = 11

Naj bo z stevilo in fI(z) najblizje predstavljivo Stevilo. Velja
fi(z) =z(1+9) in |d] < u,

kjer je u osnovna zaokrozitvena napaka. Za predstavljivo stevilo velja fl(z) = x.



Poglavje 2

Numericna stabilnost

Algoritem je direktno stabilen, ¢e vrne rezultat, ki se malo razlikuje od prave vrednosti.
Ponavadi preverjamo relativno direktno stabilnost. Direktna absolutna in relativna napaka sta

ly— gl in v =5
Yl

Algoritem je obratno stabilen, ¢e za izracunan rezultat obstajajo taki malo zmoteni podatki, da
iz njih s to¢nim izra¢unom dobimo izracunano vrednost. Obratna absolutna napaka je najmanjsi

|Az|, tako da velja f(z + Axz) = 7. Obratna relativna napaka je [8a]

|zl
Pri obratni napaki je izracunana vrednost enaka § = f(Z). Ce je funkcija f zvezno odvedljiva

v x, potem velja
5= f(2)] = (@) = f(@)] < [f'(2)]|Z - =|.

Ce f ni absolutno obé¢utljiva, bo pri majhnih vrednostih Az = |# — 2| napaka absolutno obratno
stabilne metode majhna in metoda bo absolutno direktno stabilna. Podobno velja za relativno
stabilnost in relativne napake. Vec ste povedali na predavanjih.

Naloga 2.1 Vrednost z = x> — y? racunamo na dva nacina:
(i). z=2%—y?
(ii). z=(z—y)(z+y)

o~

z—2z|
2]

Analiziraj algoritma. Oceni relativno napako Ali je kateri od obeh algoritmov direk-

tno/obratno stabilen?

Regsitev.

(i). Imamo z =z xx —y*y, a=xxx(l+a), b=y*y(l+p8), 2= (a@—b)(1+~), kjer je
lal, 18], 7] < w, u je relativna natancnost. Sledi, da je

(1+51) (1+62)
z=a?(1+a)(1+9) -y (1+8)(1+7).

Iz ocene 1 —2u+u? = (1 —u)? < (1461) < (1+u)? = 1+ 2u+u?, pri majhnem u dobimo
01,09 < 2xu. Ocenimo izraz

|z —z| = ]m251 — y252| < :c2|51\ + y2|5g| < 2u(x2 + y2).

3
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Torej velja ocena:

> 2, ,2
Z-2 gty
] z? —y?
Ocena je smiselna. Najlazje to vidimo tako, da izberemo §; = u, do = —u. Iz tega vidimo, da

ta algoritem ni direktno stabilen, saj lahko pri x in y, ki sta si blizu, dobimo veliko napako.
Algoritem je obratno stabilen. Ce definiramo Z = /(1 +61) in § = y/(1 + &2), ki Sta
blizu x in y, ter predpostavimo, da je racunanje to¢no, dobimo zmoten izraz z = x2 — 72

(ii). Oglejmo si Se z = (z — y)(z + y). Definirajmo @ = (z — y)(1 + a), b= (z+y)(1+8) ter
z =ab(1 + ), kjer je |al|,|B], |7| < u. Izraz je enak

(149)

z=(x—y)(z+y) 1+a)l+5)(1+7),

kjer s podobno 0Ceno kot v prejsnji tocki dobimo |d| < 3u. Torej velja ocena |z — z| < 3ulz|.

Na koncu dobimo & | | lz=2| < 3u. Algoritem je direktno stabilen. Prav tako je obratno stabilen,

iskana zmotena z in y sta recimo: T = z+/(1+9), ¥ = y/(1 + 9).

Naloga 2.2 Dan je polinom
p(x) = apx”™ + a1z + -+ + ap,

radi bi izracunali njegovo vrednost v tocki x po Hornerjevem algoritmu. Predpostavka je, da so

koeficienti ag, . .., a, in argument x predstavijiva Stevila. Analiziraj stabilnost izracuna.
Resitev.
Algoritem 1: Eksaktni algoritem Algoritem 2: Dejanski algoritem
Po = ao; po = ao;
fori=1,...,ndo fori=1,...,ndo
Pi = Pi—1 * T + aj; Pi = (Pic1(1+ ag) +a;) (1 + By);
P = Pu; P=Pn;
end end

7 analizo zaokrozitvenih napak dobimo

p=aox"(1+7) +arx" (1 +7)+ -+ an(l+7m),

kjer je
I+ = (I4+a) -Q+oan)d+B1)(1+Bn),
14y = 1+ a,.

Napako ~g obravnavamo posebej, saj pri izracunu pg = ag, ne zagresimo napake. Naredimo samo
dva koraka. Dokaz koraka indukcije je preprost in prepuscen bralcu.

P1 = (Po(1+a1) +ar) (1 + B1) = apx(l + 1) (1 + B1) +ar(1+ p1),

p2 = (B1(1+ a2) + az) (1451) = apz® (1+an) (1+az) (1451) (1+52) +arz(1+az) (1+61) (1+52) +az (1+52).



Narediti je treba se korak indukcje po stopnji polinoma.

Ocenimo lahko |yp| < 2nu in |y < (2(n —i) +1)uza i =1,...,n. Tukaj smo upostevali, da
se relativne napaka sestejejo, Clene visjega reda zanemarimo.

Racunanje vrednosti polinoma je obratno stabilno, saj se izracunane vrednosti ujemajo z ek-
saktno vrednostjo bliznjega polinoma, ki ima koeficiente a;(1++;) namesto a;, pri nespremenjenem
argumentu x.

Iz absolutne napake p — p = apx™Yo + a12™ 'y1 + - - - apYn, sledi ocena
15— pl < 2nu (Jaollz”| + |a]|2" | + -+ + |an])

od tod pa
p—pl _ 2nu(aolla”| + |ar[[a" ! + - + an)
ol ~ |aga™ + -+ + ay|

Racunanje vrednosti polinoma po Hornerjevem algoritmu ni direktno stabilno. Tezave pa,
podobno kot pri racunanju skalarnega produkta, lahko pricakujemo, ¢e je vsota blizu 0, ¢leni v
vsoti pa niso enako predznaceni.

Modelni primer je Wilkinsov zgled za polinom (z — 2)'. Oglejte si demonstracijski zgled
horner_wilkinson.m v Matlabu. L]

Naloga 2.3 Podani sta dve priblizno enaki Stevili x = 76.54320 in y = 76.54311110 v sistemu

P(10,7,...). Izracunaj relativne napake xii(z) v Zﬁg(z), kjer je z = x — .

, m
Yy

Resitev. Stevila so ze podana v desetiskem sistemu, zato moramo poskrbeti le, da bo mantisa
dolzine 7 in stevilo zaokrozeno.

f1(76.54320) = 0.7654320 « 102,  1(76.54311110) = 0.7654311 * 10°.

x — fl(x)

T

y —fi(y)

=0 = (0.000000014.

Izrac¢unajmo e z = z —y = 0.0000889 in fl(z) = fi(fi(z) — fi(y)) = f1(0.7654320 102 — 0.7654311
102) = 0.0000009 * 102, Torej velja 1) — 0.0000889-0.00009 _ _) (12373453. Relativna napaka
je velika.

Naloga 2.4 Pretvori naslednje izraze v stabilno obliko:
(i). V1+x —1 za majhne z,
(ii). \x2 + x — x za velike x,

(iii). tan(z) — sin(x) za majhne x.
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Resitev.

(i). Znebiti se moremo odstevanja dveh priblizno enakih Stevil,

1+m_1:(\/1+x—1)(\/1+x+1): x

Vi+r+1 1+vV1+z

Zadnji izraz je v stabilni obliki.

(ii). Probleme nam lahko povzroéa overflow, ko hodemo izra¢unati 2.

m_x:(\/x2+:v—x)(\/:v2+:r+x)_ T 1

2
x€X = =
(Va2 +x +x) Vel+r+r 14, /141

T

(iii). Odstevamo dve priblizno enaki Stevili, saj velja sin(z) = tan(z) ~ z.

tan(x) — sin(x) = :)r;((i; — sin(z) =

sin(z)(1 — cos(x)) _ 2sin?(x/2) sin(z)
cos () cos(x) '

Upostevali smo cos(2(z/2)) = cos?(x/2) — sin?(z/2), 1 = cos?(x/2) + sin?(z/2) in sin(z) =
2sin(x/2) cos(x/2).

Primer 2.1 Stabilno racunanje nicel kvadratnega polinoma ax® + bx + c. Resitev kvadratne
enacbe ax? + bx + ¢ je enaka

—b+ Vb2 — 4ac 2c
T19 = = .
e 2a —bF Vb — dac
Drugi izraz uporabimo, ko gre a — 0, saj potem velja x1 — —7 in 2 — 0o. Eno niclo lahko

zmeraj izracunamo stabilno, drugo pa racunamo preko Vietovih formul x1xe = ¢, x1 + T3 = —g.
Naslednji izracun je stabilen:

1
=5 (b + sign(b) Vb2 — 4ac) ,
q . c
rl1 = — m Tr9g = —.
a axry



Poglavje 3

Nelinearne enacbe

Naloga 3.1 Za funkcijo f(x) = 3 + 1 naredi korak bisekcije in tangentne metode. Vzemi
a=—-121inb=1x9=—-0.9.

Resitev. Korak bisekcije je fb = f(—0.9) = (—0.9)>+1 = 0.271, fa = f(-1.2) = (-1.2)3+1 =
—0.728, sign(fafb) = —1. Zato lahko izvedemo korak bisekcije. Nadaljujmo: ¢ = (a +b)/2 =
—1.05, fc = (—1.05)% + 1 = —0.157625, sign(fafc) < 0, torej vzamemo a = c. To ponavljamo.

Za korak tangentne metode potrebujemo odvod f’(z) = 3x2. Izrac¢unajmo

f(xo) (=0.9)3+1 |
=10 — =-09—- —F——— =1,0115.
T ) 3(=0.92
Bisekcijo in sekantno metoda uporabljam takrat, ko ne poznamo odvoda ali pa je racunanje
odvoda zahtevno. n

Naloga 3.2 Podani sta dve nalozbi z naslednjimi podatki

Zacetni vlozek | Koncéna vrednost nalozbe | Cas dospetja
Nalozba 1 1000€ 3000€ 5 let
Nalozba 2 1000€ 4000€ 7 let

Koliksna sta donosnosti do dospetja posameznih nalozb? Koliksen je donosnost do dospetja, ce
vlozimo v vsako nalozbo po 1000€7

Resitev. Donosnost do dospetja prve nalozbe je ¢/ % = /3, druge nalozbe pa {/ ‘118% = /4.
Neto sedanja vrednost je vrednost, ki bi jo morala imeti nalozba danes, da bi dobili kon¢no
vrednost nalozbe pri obrestovalnem faktorju r. Donosnost do dospetja sestavljene nalozbe
izracunamo tako, da izenac¢imo neto sedanjo vrednost nalozb in zacetni vlozek v nalozbe.

3000/(1 + 7)® + 4000/(1 + )7 = 1000 + 1000 = 2000.

Dobili smo nelinearno enacbo, ki jo resimo s kaksno numeri¢no metodo. Dobimo resitev r = 0.235.
L]

Naloga 3.3 Na voljo imamo kuponsko obveznico s ceno 950€ in kuponsko obrestno mero 7 %.
Cas dospetja je 4. leta, njena nominalna vrednost N je 1000€. Koliksna je njena donosnost do
dospetja? Ali je vecja od trenutnega donosa?
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Regitev. Kuponska obrestna mera je 7 %. Vsako leto tako dobimo izplac¢anih 70 €. Kuponsko
obveznico si lahko predstavljamo kot sestavljeno nalozbo

Skupni zacetni vlozek | Konéna vrednost nalozbe | Cas dospetja
Nalozba 950€

Nalozba 1 70€ 1 leto

Nalozba 2 70€ 2 leti

Nalozba 1 70€ 3 leta

Nalozba 2 1000€ + 70€ 4 leta
Tako dobimo nelinearno enac¢bo

70 70 70 1070
+ + + = 950.
(14+7r) (1472 (Q4r)3 (1+4+7r)4

Priblizna resitev je r = 0.085. Trenutna donosnost nalozbe je 70/950 = 0.0737 = 7.37%. n

Izrek 3.1 Naj bo a koren enacbe x = g(x), naj bo g zvezno odvedljiva na I = [oc — d,a + d] in
naj velja |¢'(x)] < m <1 za vsak x € I. Potem za vsak xog € I zaporedje

Tr41 = g(xr)a r= 07 17 T

konvergira k o in velja ocena za napako

|z, — | < |z, — xp_1).

1-m

Dokaz 3.1 Za z € [a — d,a + d] velja

l9(20) — ol = 1g(20) — g(@) = |(20 — a)g'(&)],

kjer je & med zy in a. Torej velja & € I, posledicno je |g'(§)] < m < 1. Dobili smo da velja
|21 — a| < m|zp — a|. Nasa indukcijska predpostavka je |z, — a| < |z0 — alm™. Korak indukcije je
trivialen,

e — o] = |g(zn) — 0] = |2n — alg'(€1) < mzn — al I |29 — afm™
Torej velja

lim |zp41 — o] < lim |29 — alm™™ =0,

n—oo n—oo

saj je m strogo manjsi kot ena.

Izrek 3.2 Imamo zacetno tocko xq in interval I = [zo—d, zo+d]. Ce velja |g(x)—g(y)| < m|z—y|
zam <1 in|g(zg) —xo| < (1 —m)d, potem zaporedje x, konvergira k o in velja g(a) = «.

Izrek 3.3 (Banachovo skrcéitveno nacelo) Naj bo M poln metricen prostor in g : M — M. Tedaj
obstaja natanko ena negibna (fiksna) tocka preslikava g, t.j. taka tocka a € M, da je g(a) = a. Ce
je xg € M poljubna tocka, tedaj zaporedje x,41 = g(x,) konvergira k a. Primer polnega metricnega
prostora v R je zaprti interval.

Naloga 3.4 Za katere zacetne priblizke je navadna iteracija za refevanje x = g(x), kjer je
g(z) = —12 + 8z — 22, konvergentna? Kam konvergira zaporedje x,+1 = g(x,) ? Kaksen je red
konvergence? Kje nam konvergenco zagotavlja izrek (Banachovo skréitveno nacelo) ¢ Namig:
zacetne priblizke i$¢i na intervalu.



Slika 3.1: Koraki iteracije

Resitev. 1z slike preberemo, da je kandidat za obmocje konvergence interval [3, 5]. V naslednjih
tockah bomo pokazali, da je ta interval res dobra izbira.

().

(iv).

Pokazimo, da velja: x, < 3 = x,4+1 < x,. Za take zacetne priblizke bomo imeli divergenco.
Oglejmo si x, — x,41 in pokazimo, da je izraz pozitiven. Izracunajmo

Tp — Tpy1 = xp — g(xr) = p — (—12 4 8z, — x%) =12 — Tz, —I—xz = (z, — 4)(z, — 3).

Zadnji izraz v enakosti je v primeru x, < 3 strogo pozitiven.

. Velja tudi: zg > 5 = 21 < 3. Spet dobimo divergenco. Oglejmo si izraz 3 — x1, to nam da

3—x1 =15 —8x¢ + 28 = (zo — 5)(x0 — 3) > 0.
Poleg tega velja |z,41 — 4| < |2, — 4] za 2, € (3,5). Izra¢unajmo
|z — 4| =] — 1248z, — 2% — 4| = | — 16 + 8z, — 22| = (z, — 4)?, (3.1)

ker je x, na (3,5), sledi |z, — 4| < 1 in potem |z, — 4|*> < |2, — 4].Vidimo, da velja tudi
|z, — 4] = |zo — 4]*", kar Ze zagotavlja konvergenco. Zvezo dobimo z zaporedno uporabo

enacbe (3.1)).

Za robne tocke velja ¢g(3) = g(5) = 3.

Nasi mozni resitvi sta 1 = 4 in x9 = 3, x2 dobimo samo v primeru robnih tock, kar je prakti¢no
nemogoce. Zato si oglejmo red konvergence v okolici ni¢le 1 = 4. Spomnimo se, da velja:
metoda je reda p, natanko takrat ko ¢'(x1) = --- = g®V(21) = 0 in g?P)(z1) # 0. Odvod je
g (x) = 8 — 2z, torej je ¢'(4) = 0. Red je vsaj kvadrati¢en. Drugi odvod je enak ¢"(z) = —2.
Torej je red kvadraticen.

Izrek nam konvergenco zagotavlja na intervalu, kjer velja |¢'(x)| < 1. Torej mora veljati
|8-2x|< 1, to pa je 3.5 < x < 4.5. Izrek nam da torej le potreben pogoj, iterativna metoda pa
lahko konvergira se na ve¢jem intervalu.
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Naloga 3.5 Iicemo resitve enacbe f(x) = 2% — 10z + 1 = 0. Za iteracijsko funkcijo izberemo
g(z) = mleOrl. Ali nam izrek izrek zagotavlja konvergenco za xqg = 07 Oceni napako drugega

priblizka.

Resitev. Za odvod mora veljati |¢'(x)] < m < 1. Kar je ]%\ <1, 2| < V2 = 1.1892.
Torej imamo za xg konvergenco. Napako drugega priblizka bomo ocenili s pomocjo formule
2, — o] < 12|z, — 2,—1|. Oceniti moramo e m in si izbrati primeren interval. Ce ho¢emo
uporabiti izrek izberemo recimo interval [—0.2,0.2], kjer je d = 0.2. Na tem intervalu ocenimo
m < % < 0.0008. Poleg tega velja tudi [g(0) —0] = 0.1 < (1—0.0008)0.2. Vsi pogoji so izpolnjeni.

|

Tangentno metodo dobimo, ¢e za naslednjo tocko v iteraciji vzamemo presecéisce tangente na

funkcijo f z osjo x. Tako dobimo z, 41 = g(z,) = 2, — J{,((z:)).

Izrek 3.4 Za tangentno metodo velja naslednji izrek. Naj velja f(a) =0 in naj bo o m-kratna
nicla. Ce je m = 1, je konvergenca vsaj kvadraticna. Ce velja se f"(a) = 0, je konvergenca
kubicna. Ce imamo veckratno niclo m > 2, velja limy_q ¢'(z) =1 — 1/m.

Resitev. Dokazali bomo samo drugi del izrek, saj je prvi enostaven. Ce je o m-kratna nicla
funkcije f, potem po definiciji obstaja [ #£ 0, da velja lim,_4 1@ — . Po L’Hopitalu dobimo

(=)™
limg_yq % = [, saj gresta imenovalec in Stevec proti 0. Najprej pokazimo, da velja
f(x) f(@)

limg o x — ) = & Zadosti bo, da dokazemo lim,_., ) = 0. Imenovalec in Stevec delimo z
(x — a)™, dobimo

f(z)
. . (z—a)™ BT _ b
R T
Izracunajmo se limito odvoda:
f(z) f(z)
x—,m—g(a T— w5y
g (o) = lim ') ) = lim — L 1 i _ @) .
T—o T — T—o T — o r—o f’(;z;)(x — a)
Nadaljujmo
f(z)
r—o)™ l 1
1—limL:1—lim¥:1——:l——.
T—a f’(gj)(x — a) T f'(x) mil m

m(z—a)m—1

Laguerrova metoda je metoda za iskanje nicel polinoma
F(2) = ao(z — a1)(z — az) ... (= — an).
Iteracije je oblike
n () |
f'lz) £V =1)[(n = D f2(z) = nf(z) f" (zr)]

Velja €, = 2, — a, ;41 = Ce> + O(e}), kjer je C = 2_2(,?7:_2%{;/22(?) — g;;gg% Predznak izberemo tako,
da je izraz v imenovalcu po absolutni vrednosti najvec¢ji. Konvergenca je pri enostavnih niclah

vsaj kubicna.

Zr41 = 2Zp —

Naloga 3.6 Izpelji metodo kubicnega korena, tako da v Laguerrovi metodi posiljes n — oco. Z
izpeljano metodo izracunaj </a. Naredi tri korake za a = 3 in xg = 1.
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Resitev. Izracunajmo

f(zr)
21— B[ - D) - S )]
)

f(zr
VI () = Fz) 7 (20)
Velja €541 = Ot + O(el), Kjer je 0 = Lrnte) — 7@,
Funkcijo f si izberemo tako, da velja f(&a) = 0. Izberemo si f(z) = 23 — a, torej je f'(x) = 322
in f”(x) = 6z. Dobimo metodo

Zr41 = 2zp — lim
n—oo f/

= Z,’,,

3

. _ . > —a
T " 9rE = (23— a)bz,
2 —a

Ty — .
" \/3zh + 6ax,

Za a =3, wo =1 dobimo: w1 = 1 — =4- = 14364358, wy = 1.4422496, w3 = 1.4422496.

Naloga 3.7 V iteracijski formuli x,41 = ‘;‘—52 (a—i— 6736’% + %) za VA doloci a, 3, 7y, da bo
metoda vsaj kubicna.

Resitev. Veljati mora g(v/A) = VA, ¢'(vVA) =0, ¢""(+/A) = 0. Imamo
g(x) = aA?z7% 4+ BAz2 4+ qu,
d(x) = —baA?z 0 —284r73 4 ~,
() = 30aA%2™" +64A2x"

Dobimo sistem:

at+f+y = 1,
—S5a—-28+y = 0,
300+ 68 =

1z tretje enacbe dobimo 8 = —5a. Vstavimo v drugo in dobimo v = —ba. Nazadnje iz prve

enaébe dobimo —9a = 1. Torej je a = —%, B=~= 8. Za A =5 in g = 2 dobimo g(z,) =

25 (—1 vl ) Navedimo nekaj zacetnih priblizkov: x1 = 1.71875, o = 1.709976326,

9905

x3 = 1.709975947. n
Naloga 3.8 Doloci vse polinome cetrte stopnje z vodilnim koeficientom 1, pri katerih se tangentna
metoda veda takole:

e v blizini o ima linearno konvergenco,

e v blizint —a tma kubicno konvergenco.

Doloci se preostale nicle polinoma in red konvergence v njihovi bliZini.
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Resitev. Spomnimo se, da je v blizini enostavnega korena konvergenca vsaj kvadrati¢na.
Ce je prvi odvod enak 0, je konvergenca kubi¢na. V primeru veckratne nicle je konvergenca
linearna. Iz tega ugotovimo, da je a vsaj dvakratna nic¢la in —a enostavna nicla. Polinom je
oblike p(z) = (z + a)(x — a)?(x — d), kjer je d neznana ni¢la. Uporabimo formulo

n n ) »
(f(@)g()™ =3 (Z.)f(’) (2)g" ) (x).
i=0
Dobimo
p'(x) = 2(z — )’ + 4(z — a)(z — d) + 4(z + a)(z — d) + ( — @) (z + ).
Ce hoc¢emo, da bo konvergenca kubi¢na, mora veljati p” (—a) = 0. Vstavimo —a:
p'(—a) =2(—a—a)?’ +4(—a—a)(—a—d) +0+0=8a(a+a+d) =0,

iz éesar dobimo d = —2a. Nicla —2a je enostavna, konvergenca je vsaj kvadrati¢na. Izra¢unajmo
se vrednost drugega odvoda v —2a:

P'(—20) = 2(—2a — @)? + 04+ 0 + (—2a + a)(—2a — a) = 30a? # 0.
Konvergenca v —2a je kvadrati¢na. [

Newtonova metoda se uporablja za iskanje resitev sistema F'(z) = 0. Metoda je posplositev
tangentne metode. Oznac¢imo Az, = 2,41 — 2z,. Recimo, da je z.41 nicla. Velja

0=F(z)+ J(zr)(zr+1 — 2r)s
kjer je J Jacobijeva matrika parcialnih odvodov reda 1. Dobimo
J(zr)Azp = —F(2).
Pri vsakem koraku resimo sistem in dobimo Az,
Naloga 3.9 Nastavi Newtonovo metodo za resevanje sistema:
2 + y2 = 4,
z? — y2 1.

Naredi en korak z zacetnim priblizkom xog = 1.5, yg = 1.

.. . fi(z,y) 2?2+ y? —4 ..
Resitev. Velja F(z,y) = = . Izracunajmo
o Fley) lfz(fv,y) i )
fiz f 20 2y
JF = |"% Y| = .
[f% f2y 2r =2y
Na vsakem koraku resimo:
2c, 2y | |Az| |22+l -1
2z, —2yr| |Ayr| I% - yz -1

Izracunamo z,11 = =, + Az, in y,4+1 = y, + Ay,. To ponavljamo za r = 0,1, ...

3 -2

3 2| |Az.| _1—0.75
3 —2| |Ay,| = ] 0.25
in dobimo Axg = % ter Ayg = 0.25. Kar pomeni z; = xg + Axg = 1.5 + 1—12 = % iny =

2
Yo+Ay=1+3=73 n

JF(1.5,1) = [3 2 ] .

Resimo sistem



Naloga 3.10 Poisci nicle funkcije f(x) =z +4 — e~ 2 Matlabom in Mathematico.

Resitev. Oglejte si prilozene datoteke.

13
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Poglavje 4

Matri¢ne norme

Matri¢na norma je preslikava ||.|| : C"*" — R*, za katero velja

(i)- [[Al[ =0, [[A]| =0+ A =0,
(ii). [[aAll = |af||A]],
).
).

(ii)). [[A+ Bl < |[A[l +[IBIl;

(iv). ||AB|| < ||A]] - ||B||, submultiplikativnost.
Za poljubni matriki A in B in poljuben « € C.

Naloga 4.1 Dokazi, da velja ||A||% = sl(ATA) = 31", NMi(AR A), kjer so \; lastne vrednosti
AH A,
Resitev. Za B = A" A velja b; = S0, Grian; = S.p—1 |ari|?. Tako za sled B dobimo
n

sled(A74) =Y (Z ’aki’2> = ||Al[%
k=1

Matrika A A je simetri¢na, torej se da diagonalizirati. Podobna je matriki z lastnimi vrednostmi
na diagonali. Sled podobne matrike je enaka sledi prvotne matrike, tako dobimo [|A[|% =
sl(AFA) =3 \(ATA). "

Naloga 4.2 Pokazi, da velja

n
1Allx = max | A, i)|| = max }_ |ai;.
j=1

Resitev. Upostevajmo definicijo norme ||A||; = max||,|, =1 |[Az|[1, oznacimo Se y = Az. Tako

. n .
velja y; = 371 a;;x; in

n n n n n n n
Iyl =D 1D aiag| < 3l Y lag| < Jarj| max (Z |aij|> = max (Z \%‘\) ~
i=1|j=1 j=1 i=1 j=1 7 \i=1 7 \i=1
Enakost je dosezene za vektor eg, kjer je k indeks stolpca z najve¢jo prvo normo. [

15
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Naloga 4.3 Pokazi naslednje:
a) =lIAllr < l|All2 < [|A]lr
b) Z=llAll < [1All2 < vallAlls
¢) J=llAll < [[All2 < V/nllAlL
d) Noo(A) < [[A]l2 < nNoo(A)

Regitev. a)
Vemo, da velja

[A]l2 = max /Ai(AHA) = 01 (A) in ||A[[f: =3 Ai(A7A).
i=1,....,n =

Lastne vrednosti A7 A so nenegativne, saj velja (A7 Az, 2) = (uz,z) = p = (Az, Az) > 0,

\; = o?. Razporedimo jih v zaporedje 02 > 03... > o2 > 0. Pozitivni koreni teh lastnih

vrednosti 01 > o2 > ... > 0 so singularne vrednosti matrike A. O¢itno je ||All2 < ||A]|F, saj

je ||Al|2 enaka o1(A), kar je najvedja singularna vrednost matrike A. Poglejmo si ||A|[% =
» 07 <no? = n||A||2, kar pomeni ﬁHAHF < ||Al|2. Neenacaj dobimo, ker je o1(A) najvecja

singularna vrednost.

b)

Za vektorske norme velja

[|2lloo = max |z] < \/Iﬂm2 + ozl = loll2 < [nmax il = Villz||e,
1<i<n 7

to je ||z]loo < ||z|l2 < V/n||%||oo. Razmisli zakaj neeneakosti drzijo, vsi sklepi so enostavni. Iz
tega dobimo

A A
||x‘1||2—1fnaxH Tll2 gy VoIl = Vnl| Al
lzlla = 270 [|zfl
. A A 1
1Ally = ma A7l 5 ATl 1)

220 |lzlla T 220 Villzlle v/

c)
Velja ||Al|1 = ||AY||s in ||Al|2 = ||AT]|2. 1z tega Ze sledi neenakost.
d)

Iz a) vemo

Al < [Allp = D la|? < [n? Ilf21~%;.)<|az‘j|2 = nrr;é}Xlaij! = nNoo(4).
i»j ’ ’

Za drugi del neenakosti upostevamo a;; = e;fFAej. Racunajmo

[1Aejll2
o < [14]]

llejll2

Prvi neenacaj dobimo po Cauchy-Schwartzovi neenakosti, zadnjega pa po definiciji norme ||A||2.
|

laij| = le] Aej| < [leill2||Aej]|2 =
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Naloga 4.4 Pokazi, da velja
a) [Al < A]|
b) [IAII3 < 11l Al
¢) llaill2 < [|All2
Resitev.

a) Tocka a) je oCitna. Naj bo x enotski lastni vektor za lastno vrednost A, potem velja
||Az|| = ||Az|| = |A|||z|| = A. Norma je supremum po vseh enotskih x, torej vecja ali enaka.

b) Vemo, da je ||A||3 najvecja lastna vrednost matrike A% A. Iz a) dobimo

14113 < 1A% Alloo < 1A% lool[Alloo = [|All1]IAlloc-

c¢) Trditev sledi za i-ti enotski vektor e;. Kjer velja Ae; = a;.

|
2 -1 3
Naloga 4.5 Izracunaj || ||1, || lleos || l|F|l2za | 5 4 1| in oceni || ||2.
-2 -1 2
Resitev. Izracunajmo
Al = max{[2[ +[5] +| = 2[, [ = 1]+ [4] + [ = 1|, [3] + [1[ + 2} =9,
1Al = max{|2[ + | = 1| +[3], [5] + [4] + [1], | = 2[ + [ = 1[ + [2[} = 10,
Allrp = V4+1+9+25+16+1+4+4=+65=8.06226.

Ocenimo [|A]|2

1
Al < ll4llz < 1Al = 465475 < 4]z < 806226

1
%HAHOO < ||All2 < V3||A||loo = 5.7735 < ||A||2 < 17.3205
1
%HAHl < |All2 < V3||A|l} = 5.19615 < ||A[|> < 15.58846

Neo(A) < [|A]l2 <3No(4) = 5 < [|A]|]2 < 15.

Skupaj dobimo oceno 5.7735 < ||A|]2 < 8.06226. Boljso oceno dobimo, ¢e poskusimo oceniti
spektralni radij matrike

2 5 2] [2 -1 3 33 20 7
B=APA=1|-1 4 —1||5 4 1|=120 8 -1
3 1 2| |-2 -1 2 7 -1 14

Za vsako lastno vrednost in vsako normo velja \;(B) < ||B|r = 50.0899. Vemo, da velja

[|A|l2 < +/||Bl|F = 7.0774.

Oceno navzdol dobimo, ¢e upostevamo ||Al|s = ||AT |2 in ||Ae;|2 < [|A]l2]les]]2 = ||A|2, zadnja
enakost sledi iz definicije matri¢ne norme. Vektorji Ae; so ravno i-ti stolpci, ATe; so i-te
vrstice. Norme stolpcev so 5.7446, 4.2426,3.7417. Norme vrstic so 3.7417, 6.4807, 3. Torej
dobimo ||A||2 > 6.4807. Kon¢na ocena je 6.4807 < ||A|l2 < 7.0774. Ukaz iz Matlaba vrne
norm(A) = 6.9044. "
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Naloga 4.6 Izracunaj ||Al|1, ||A|lco, ||A||lF in ¢im natancneje oceni ||All2 na obe strani, ce je

Qi = —2i,i=1, 2,...,7”L
aiy1; = Qi1 =n—14, 1=1,2,...,n,
drugi elementi so enaki 0.
-2 n-1
n—1 —4 n-—2
A= n—2 —6
1
1 —2n

Upostevaj, da velja

Resitev. Pri ¢ = 1 dobimo za vsoto absolutnih vrednosti v stolpcu n + 1, kar oc¢itno ni
maksimum. Izrac¢unajmo

|AllT = max{|—2i|+n—i|+n—i+1}=max{2i+n—i+n—i+1}
i#1 i#1

= max{2n+ 1} =2n+ 1.
i#1

Ker je matrika simetri¢na velja ||A||1 = AH w = l|A|lss = 21 + 1. Frobeniusova norma je
J
n n n—1
—Dn(2n -1
Al = Y@ 2 ) =63 i an? =g IR e
i=1 i=1 i=1

n(n —1)(2n — 1) +4n? = n(2n® — 3n + 1) + 4n? = 2n3 + n? +n.
Poglejmo si ocene za drugo normo
Al < 1Al < 1]l =
NG F< 2 < F

2n3 +n2+n < ||All2 < V23 +n2+n
1

N {20+ 1) < 42 < Vi2n+1)

Noo(A) < ||Al]2 € nN&(A) = 2n < [|A]]2 < 202,

4]l < [ 4ll2 < V/nl[Alloe =

Upostevamo Se, da velja ||A]|3 < [|A]]1]|A]|s- Iz tega dobimo
14113 < (2n+ 1),
kar pomeni ||Al|2 < 2n 4+ 1. Za drugo normo smo dobili oceno

on < ||A|l2 < 2n + 1.



Poglavje 5

Resevanje linearnih sistemov

Pogojenostno stevilo matrike, cond(A) = ||A]|2||A™!||2 nam pove kako obéutljivo je reSevanje
sistema. Da lahko dobimo poljubno obcutljive matrike v praksi, pokaze naslednja naloga.

Naloga 5.1 Is¢emo koeficiente polinoma p(x) = a1 + agx + - - -+ a,x™ 1, ki na [0, 1] aproksimira
zvezno funkcijo f tako, da je napaka

E= / (z))2dz

minimalna. Torej mora veljati gTE =0zai=1,...,n, kjer je
= 2/ =l
5@2 7))o
Definirajmo vektor
Fy ai
F2 a9
F=. m; a=
F, Qnp

Od tod dobimo

1 .
L Sy e

7j=1

Dobimo sistem s Hilbertovo matriko Hy, H;; = Zﬂ%l Kar je sistem Ha = F. Primer zan =5 je
1L 111
R O O
A O S
H; = 1 1 1 1 1
I S |
11811
5 6 7 8 9

Hilbertove matrike so primer zelo obcutljivih matrik. Pogojenostno stevilo Hs je recimo priblizno
4.766 - 10°, kar lahko izracunamo z ukazom cond v Matlabu. Pogojenostna stevila matrik H,
hitro rastejo.

Izkaze se, da smo dobili obcutljiv sistem, ker smo vzeli standardno bazo polinomov stopnje n.
Za stabilno racunanje moramo vzeti ortogonalno bazo polinomov. PriloZena je Matlabova skripta
za aproksimacijo integrala funkcije f(x) = e* s parabolo.

19
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Naloga 5.2 Oceni relativno neodstranljivo napako, ki nastane pri mnoZenju vektorja x z A, ce
x spremenimo za dx. Matrika A je obrnljiva.

Resitev. Velja y = Az in A(x + dx) = y + dy. Zanima nas

1oyl _ Az + d0x) — Aa||
[lyll || A]]

Ocitno velja ||dy|| < ||A]]|[0z]] in ||=|] < ||A7|||y]|- Izra¢unamo

oy Abzl|| - ||z All -6z - [|A7H] - ||y _ ox
oyl _ Aszll-llall, VAN ol Al g gy O]
ol — 1wl - [[l] 1yl []]] eomitd) [|z]]

Naloga 5.3 Izpelji aposteriorno oceno

”
< Cond(A)HbH,

ki je uporabna za oceno tocnosti resitve.

Resitev. Naj bo T resitev, ki jo dobimo z numeri¢nim izracunom. Naj bo dx = T — z in
r = Az — b. Ocenimo

17 — zl| = [[A7H(AZ = b)|| = [[A |l < [JA7H] - I

in
|[6]] = [[Az[| < [[A[] - [|z]].

Oceni zdruzimo in dobimo zeljeno.

Izrek 5.1 Naslednji trditvi sta ekvivalentnsi

(i). Obstaja enolicni razcep A = LU, kjer je L spodnje trikotna matrika z enicami na diagonali,
U pa nesingularna zgornje trikotna matrika.

(ii). Vse vodilne podmatrike A(1: k,1: k) so nesingularne.

Algoritem 3: LU razcep brez pivotiranja

for j=1,...,n—1do
fori=1,...,ndo
aij .

i — ajj’

for k=j5+1,...,ndo
ik = @ik — lijaj;

end

end

end
Stevilo operacij je %nQ + O(n?).
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Izrek 5.2 Ce je A nesingularna, potem obstaja taka permutacijska matrika P, da obstaja LU

razcep PA = LU.
Algoritem 4: LU razcep z delnim pivotiranja
L =0,
P=1I;
forj=1,....n—1do
Poisci ag;| = maxj<p<n |ap;|;
Zamenjaj vrstici ¢ in j v L, A in P;
fori=3j,...,n do
aij .

i — aji’
fork=35+1,...,ndo
ik = @ik — lijaj;

end

end

end
Stevilo operacij je %n?’ + O(n?).

Naloga 5.4 Z LU -razcepom brez pivotiranja resi sistem Ax = b, kjer je

2 3 4 ~11
A=|-6 —11 13|,b=| 38
4 0 -8 ~16

Zapisi matriki L, U in vektor y, ki ga dobis pri racunanju.

Resitev.
Lotimo se Gaussove eliminacije:

2 3 -4 2 3 -4 2 3 -4
-6 —-11 13| =10 -2 1| =10 =2 1|=U
4 0 8 0 -6 O 0o 0 3
0 00 1 00 1 00
00 0l—=1]-300—=|-310|=L.
0 00 2 00 2 31

Izracunamo lahko tudi v bolj kompaktni obliki. Zgornji trikotnik kon¢ne matrike vsebuje matriko
U, spodnji trikotnik brez diagonale pa matriko L brez diagonale. Upostevamo, da ima matrika L
na diagonali enice.

2 3 -4 2 3 —4 2 3 —4
-6 —11 13| —|-3 -2 1| —1|-3 -2 1],
4 0 -8 2 -6 0 2 3 -3

zgornji trikotnik je U, spodnji trikotnik brez diagonale je matrika L brez diagonale.
Resimo sistem Az = b, L(Uz) =b, y = Uxz.

Algoritem 5: Prema substitucija, Ly = b, n> — n operacij

fori=1,2,...,ndo
Yi = by — v Likyes
end
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1 Y1 —11 Y1 = —11
-3 1 vl = | 38, Yo =38+3-(—=11)=5
2 3 1| |y —16| y3=-16—-2-(=11)—35= -9

Algoritem 6: Obratna substitucija, Uz = vy, n? operacij

fori=n,n—1,...,1do
x; = u% (Yi — D hig1 WikTh);
end
2 3 | |n —11 x3 =3
0 -2 1||z2|=|5], x=30(-3)=-1 .
0 0 =3 |x3 -9 1 =1(-11+3+12)=2
T
Torej dobimo x = [2 -1 3] . [
Naloga 5.5 o Sestavi ekonomicen algoritem za izracun inverzne matrike spodnje trikotne

matrike L z enicami po diagonali in prestej Stevilo operacij.

e Prilagodi algoritem iz prve tocke, tako da bos lahko izracunal inverz zgornje trikotne matrike
U. Prestej se stevilo operacij.

e S pomocjo prejsnjih dveh tock, sestavi ucinkovit algoritem za izracun inverza matrike A, ce
imas podan njen LU razcep. Kaksno je Stevilo operacije?

Regitev.

o Iz pravila za izracun inverza vidimo, da je inverzna matrika zopet spodnje trikotna matrika

z enicami na diagonali. ReSujemo sistem LY = I, Y je oblike Y = {yl Yya - yn} .
Dobimo ve¢ podproblemov oblike

1 0 0

. .

lj71 ljg ce ljJ—l 1 Y551 = 11| = €.

lg+1,1 ljy12-- 11
* * * % 1_ Yn,j

Vemo, da je y;; = 1. Za i > j dobimo

Lijyig + sty + i1yt + liyis = O,

kar nam da y;; = — EZ_:IJ likyr;- Vseh operacij je
S RN et [ UF R VR _ N
222(2—])— Z 5 —Zk(k—i—l)—Z(k‘ +k)
j=li=j+1 J=1 k=1 k=1
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for j=1,...,ndo
Yig =1
fori=j5+1,...,ndo
Yij = — D likUns;
end
end

forj=1,...,n (UY; =¢;)do
yij = 1/ujj;
fori=5—-1,...,1do
1
‘ y23—7< Ek_] 1uzkykj)
end
end

¢ Uporabimo idejo obratne substitucije in resujemo podobno kot pri prvi tocki.

Algoritem 7: Obratna substitucija, Uz =y

fori=n,n—-1,...,1do
_ 1 . n . .
Ti = 5 (Yi = Lhmip1 WikTh);
end

Stevilo operacij je spet % + O(n?), v resnici imamo samo O(n?) deljenj veé.

o Upostevajmo se, da velja
At =@u)t=vutLh

Ugotovimo moramo Se kaksna je zahtevnost mnozenja spodnje in zgornje trikotne matrike.

ZZ]+ n—1)i :ZZ 1)/2+ni—i% = 2%—%0(712).
i=1

i=17=1

V resnici bi bilo bolje (bolj stabilno), ¢e bi zadnji dve tocki naredli hkrati, tako da bi
resili sistem UX = L~! in direktno izrac¢unali U—'L~!. Skupno $tevilo operacij ostane
2n3 + O(n?).

Naloga 5.6 Sestavi ucinkovit algoritem za resevanje sistema linearnih enach

b 2L

Matrika B = LU je nesingularna matrika in ima podan LU razcep. Prestej stevilo mnozZenj in
deljeny.
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Resitev. Zmnozimo po blokih in dobimo

Ur—y =
LUx+y) = b

Resimo drugi sistem in dobimo vektor z = Uz + y, kar nas stane n? + O(n) operacij. Ozna¢imo
Se w = Uz — y in izrazimo y = 3(z — w) = 3(z — a). Za izra¢un y porabimo O(n) operacij. Na
koncu resimo $e sistem Uz = a + ¥, za kar porabimo n? 4+ O(n) operacij. Skupaj smo porabili
2n% + O(n) operacij. n

Naloga 5.7 Za matriko

b

Il
S O W
— o
EN [

naredi:
(i). LU razcep z delnim pivotiranjem,

(ii). LU razcep s kompletnim pivotiranjem.

Resitev. (i)Algoritem poteka takole. V stolpcu i poiS¢emo najvecji element, izmed aj;, j > i
po absolutni vrednostni. Vrstico najvec¢jega elementa in i-to vrstico zamenjamo v L, A in P.
Normalno nadaljujemo z Gaussovo eliminacijo. Na koncu velja PA = LU.

31 1] 6 17 6 1 7], 61 7
A=10 0 1/ FJoo 1/%]Jo o 1 [0 12 —-5/2|=U
6 1 7 31 1 0 1/2 —5/2 0o 0 1

00 0] fooo0 100, [1 00 1 00
0oo0ooXlooo%lo oo F|1/200=|1/210=L
000 00 0 1/2 0 0 0 0 0 0 01

1 oo oo}, oo

010/ %01 0F|10o0l=pr

00 1 100 010

(ii)Algoritem poteka takole. V podmatriki A(i : n,4 : n) pois¢emo najvecji element po absolutni
vrednostni, recimo da je to ag;. Da ta element spravimo na mesto (i,7) zamenjamo i-to vrstico
in k-to vrstico ter i-ti stolpec in k-ti stolpec. To naredimo tudi za matriko L. V P menjamo
samo vrstice, v () pa samo stolpce. Normalno nadaljujemo z Gaussovo eliminacijo. Na koncu

velja PAQ = LU.

3111313716 7 1 62323761 7T 6 1
A:oo1if100%0—%—$¢’—>“0L;%§>og%:(]
6 15 6
6 1 7 113 [o ¢ b 0o —¢ 1 00 i
00 0], oo 1o o], 1 00 10 0
00 o "o 0 o &l o0 o B yr o0 oS lyr 1 o=
00 0 000 |17 00 /7 0 of |17 —2/5 1
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1001wb()fn3001
010/ X010/ |1 00 =pr
00 1 100 01 0
100 0 0 1] 010
01 0001 0/%%0 0 1]=0
00 1 100 100

Naloga 5.8 Sestavi ekonomicen (¢im manj operacij) algoritem za racunanje tridiagonalnega
sistema preko LU razcepa brez pivotiranja.

Resitev. Matrika A je oblike

P ;
by az c2
A= bs ,
Locp
L bn an -
torej bosta matriki L in U oblike
1 ur v
I 1 uz vy
L= I3 1 inU =
Un—1
l, 1 I Up |
Zmnozek L in U je oblike
o o ;
lour lovy + ug V9
LU = l3us l3vg + us . ,
’ Un—1
L lntn—1 lnvn—l_
iz ¢esar dobimo v; = ¢;, li1u; = bjy1 in [ 110, + w1 = a; zai1=1,...,n— 1. Poleg tega velja
Se up = aq.
Ul = ai;
V1 = C1;
fori=2,...,ndo
Vi = Ci;
b .
li = Uiil’

u; = a; — vi—1l;;
end
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Stevilo operacij je 753 = 3(n — 1) = 3n — 3, kar je veliko bolje kot 2/3n? 4+ O(n?). Iz
L(Uz) =d, y = Ux dobimo Ly = d, kar je

1 Y1 dq
l2 1 Y2 d2
13 1 . _ .
l, 1 Y d, |

To da y; = d; in y;—1l; + y; = d;. Dobimo algoritem

y1 = dy;
fori=2,...,ndo

yi = di —yi—1l;;
end

Stevilo operacij 2" 52 = 2n — 2. Podobno za Uz = y dobimo

ur U1 I 1
Ug V2 T2 Y2
Un—1
L Un | | Tn | Yn |

Dobimo u;x; + v;zip1 = y; ter un®y, = yn.
Za to porabimo 1+ Z?;ll =3(n—1)+1=3n— 2 operacij. Vse skupaj porabimo 3n — 3 + 2n —

xn:@'

Up?
fori=n—-1,...,1do
_ YiTUiTiy1
.:U,L— 7 JZ,L ;

end

2+ 3n — 2 =8n — 7 operacij. Ali lahko kaj podobnega naredimo tudi z delnim pivotiranjem? m

Naloga 5.9 Dana je nesingularna matrika A in vektorja x in by, da velja Ax = by ter njen LU
razcep. Zapisi algoritem za reSevanje sistema Bx = b, kjer je

. A u . bi] . |
o=l i o o) 2]

kjer je u,v € R™, a € R. Koliko operacij porabis za resevanje razsirjenega sistema?

13

Iz prve enacbe dobimo Axy + uxe = by, oziroma x1 + yxs = x, Kjer je y resitev sistema Ay = u.
Za resevanje sistem porabimo 2n? + O(n) operacij. Drugo enacba je v'x1 + axy = bs. Prvo

Resitev. Zmnozimo sistem po blokih,

A wul |z| | Az 4 uxs
oI ol x| T [0 x4+ axy
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ena¢bo pomnozimo z v’ in dobimo v”z; + vTyzy = vTz, le to odstejemo od druge enacbe in
dobimo z3(a —vTy) = by — v 2. Od tukaj izrazimo 2o = (by —v’2)/(a —v"y). Za izrac¢un v’z in
vTy porabimo 4n — 2 operacij, dodati moramo e dve odstevanji in eno deljenje, skupaj dobimo
4n — 1 operacij. Nato iz prve enacbe izrazimo Se x1 = x — yxa, za kar porabimo 2n operacij. Vse
skupaj smo porabili 2n? + 6n — 1 = 2n? + O(n) operacij.

Naloga 5.10 Poisci razcep Choleskega za matriko

1 2 =2 3
2 8 =2 8
-2 -2 14 -11
3 8 =11 15

Kaj to pomeni za matriko A?

Resitev.

Algoritem 8: Razcep Choleskega — A=V - VT vV =?
for k=1,...,ndo
Opk = \/ark — S0t v
for j=k+1,...,ndo

— 1 ) k=1, . .
‘ Vik = oun (ajk‘ - Zi:l Vji Ukn)a

end

end

1 2 -2 3 Vi=1 1 0
2 8 -2 8 . 2/1 . 2 V8 —22=2
-2 -2 14 -11 —2/1 -2 1/2(-2—(-2-2))

3 8 —11 15 3/1 3 1/2(8—(3-2))

1 0 0

L2 2 0
-2 1 JHu—(=22-12=3
3 1 1/3(-11—(3-—2+1-1))

1 0 0 0

2 2 0 0

21 3 0 =V
31 =2 15— (F+12+(-2)?)=3

Matrika A je simetri¢na in pozitivno definitna, saj se je razcep Choleskega izvedel. [
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Poglavje 6

Problemi najmanjsih kvadratov,
predoloceni sistemi

Radi bi resili sistem Az = b, kjer je A € C™*" matrika polnega ranga, z € C", b € C ter m > n.
Sistem v splosnem ni resljiv, zato minimiziramo normo ostanka |[Axz — b||2. Izkaze se, da je tak x
ravno resitev normalnega sistema AT Az = A”Tb.

Naloga 6.1 Merili smo tir delca, ki naj bi se gibal po paraboli.

11
1 -1 4
2 0 %
3 1 113
4 2 B

V blizini teh tock bi radi potegnili parabolo. Doloci njene koeficiente po metodi najmanjsih
kvadratov. Uporabi normalni sistem in ga resi z Gaussovo eliminacijo (po metodi Choleskega).

Resitev. Parabola naj bo a + bx + cz?. Dobimo

— e 2
a — b + ¢ =4 Ak
a + 0b + 0c = 7 L0 0|, _1|%
a+b+c:%1llc_%’
a + 20 + 4 = L 1 2 4 L
B
—~

kar je predoloen sistem Az = z. Iz tega dobimo normalni sistem A7 Az = ATz = v. Izra¢unamo

4 2 6 8
B=ATA=12 6 8| inv=AT2= 4
6 8 18 16
Sistem resimo z Gaussovo eleminacijo
4 2 6 | 8 2 6 8 | 4 2 6 8 | 4
26 8 | 4{—-|(0 =10 —-10 | O - |0 =10 —10 | O
6 8 18 | 16 0 -10 -6 | 4 0 0 4 | 4

29
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Lahko uporabimo razcep Choleskega. Najprej izracunamo razcep Choleskega matrike B =
VVT in dobimo

2
V=11 V5
3 V6 2
Yy
——

Dobimo sistem V (VIz) = 2. 1z

2 (7 8 2y1 + Oy + Oys = 8 (7} 4
1 V5 wl=14], wm + VB + Oys = 4 , dobimo |y| = |4
3 V6 2| |y 16 3y + VBya + 2y3 = 16 Y3 2
Resiti moramo Se sistem V7 =y, kar je
2 1 3 a 4
0 V5 V5| |b| =10
0 O 2 c 2
Resimo sistem in dobimo a = 1, b = —1, ¢ = 1. Parabola je 1 — x + 2. [

Naloga 6.2 Podjetje ima na voljo podatke

Obmocje | Prodaja (y;) | Populacija (a;) | ZasluZek na prebivalca (b;)
1 162 27 850
2 120 180 1120
3 223 375 740
4 131 205 970
5 67 86 1032

Za napovedovanje prodaje uporabljajo model y; = x; + a;x2 + bixs, kjer so x1, xa, x3, ki jih
izracunajo po metodi najmanjsth kvadratov. Doloci x1, x2, x3, in napovej prodajo na obmocju z
populacijo a = 60 in zasluzkom b = 1050. Nalogo resi v Matlabu.

Resitev. Sistem modelnih enacb prepisemo v matri¢no obliko

1 a b (7
1 ay bo| |21 Y2
1 az bs| [z2| = |y3
1 ag bgf |23 Ya
1 a5 bs Ys
Za resitev v Matlabu glej prilozeno datoteko prodaja.m [

Izrek 6.1 Naj bo A € R™*", kjer je m > n in rang(A) = n. Potem obstaja enolicni QR razcep
A = QR, kjer je Q pravokotna matrika dimenzije m X n z ortogonalnimi stolpci, R pa zgornje
trikotna matrika s pozitivnimi diagonalnimi elementi.

Pri resevanju predolocenega sistema si lahko pomagamo s QR razcepom. Boljsa je razlicica z
MGS. Dobimo, da moramo resiti sistem Rz = Q7'b. Boljse je narediti razsirjen QR razcep:

arv=[a ][] = [0 wa] [§ 2] | 7] 0o -

1z ¢esar dobimo, da moramo resiti sistem Rz = z, maksimum pa je enak p.
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for k=1,....,ndo

4 = Qk;

fori=1,...,k—1do
ri = ¢ ar(CGS) ali my, = ¢l qi.(MGS);
Qk = Qk — Tiki;

end

Tkk = H%Hz;

Q=
end

Naloga 6.3 Poisci normalni sistem za resevanje naslednjih dveh problemov najmanjsih kvadratov,
kjer je A € R™*"™ m > n in rang(A) = n.

(7). Utezeni problem najmanjsih kvadratov. Iséemo

min |[D(Az — )|

kjer je D nesingularna diagonalna.

(7). Iséemo
rnmin ||A:U - b||C>

kjer je C simetricna pozitivno definitna, ki generira normo

2|l = (a7 Cx)3.

Resitev. (i)
Izra¢unajmo

min || D(Az — b)| = min ||D Az — D],

matrika F' = DA je spet dimenzije m x n. Oznac¢imo Se Db = 5, tako dobimo predolocen sistem
Fx = b, iz Cesar dobimo

FTFz = (DA)T(DA)x = FTb = (DA)T (Db).
Razpisano je to enako

AT D2 Ax = AT D?.

(i)
Matrika C' je simetri¢na pozitivno definitna, zato zanjo obstaja razcep Choleskega C' = VTV,
kjer V' zgornje trikotna. Izracunajmo

|

xT

Y 2
min ||Az — bl|c = min ((Aa: -b)TCc(Ax — b)) = min ((Aa: - 0)TVTV(Ax — b)) ,

uvedemo novo neznanko y = U(Az — b), dobimo

min(y"y)? = min < y,y >2= min|[y|[» = min ||V (Az - b)]|>,
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Torej is¢emo
mgn ||V Az — Vb||o,

to je predolocen sistem
VAz =Vb /(VA)T,

kar da
ATVTV Ax = ATVTVb.

Z upostevanjem C = VTV dobimo
ATCAz = AT Cw.
]

Givensova rotacija R;j je matrika enaka identiteti povsod razen v i-ti in k-ti vrstici in preslika
i-to in k-to komponento vektorja x v vektorja y, ki ima k-to komponento enako 0.

L Tk
2 2 2 2
RE (K i) = | Vo VR
Ve AN
Householderjevo zrcaljenje je matrika oblike H = I — w%—wwa in predstavlja zrcaljenje
prek ravnine dolo¢ene z normalo w. Ce ho¢emo preslikati vektor 2 v ke, lahko to naredimo s
Householderjevim zrcaljenjem doloc¢enim z w = x + sign(z1)||x||2e1.

Naloga 6.4 Izracunaj QR razcep matrike
1
A=2
1

na razlicne nacine:
e s pomocjo MGS,
e s pomocjo Givensovih rotacij,

e s pomocjo Householderjevih zrcaljenj.

Resitev.
« Najprej normiramo prvi stolpec A4, ||a1|| = 1 +4 + 1 = /6. Torej je

1/v/6
g = ar/|la|| = |2/V6
1/V6

in 711 = ||a1|| = V6. V drugem koraku ortogonaliziramo drugi stolpec A as glede na q;.

T
Izra¢unamo ag = as — {(q1, a2) 1. Velja (q1,a2) = %. Tako dobimo ay = {—5/2 0 5/2}
T
in r9 = %. Izra¢unamo ¢o = ag/||az|| = {—1/\@ 0 1/\@} in roo = ||ag]| = 5/V/2.

Na koncu izra¢unamo Se ag = a3z — (g1, a3) ¢1 — (g2, az) g2. Dobimo r13 = (g1, a3) = 2 %,
T
111 }

ro3 = (q2,a3) =0, ra3z = ||az|| = %, as = [% WoRVE



¢ S pomocjo Givensove rotacije

12
Vi V5
R{Qi -z L 0 )
5 V5
0 0 1
uni¢imo 2. element v prvem stolpcu:
= & 001 —2 1] [V5 0o 3,5
2 1 _
-% = 0|2 1 11=]0 V5 -1/V5].
0 o 11 3 1 1 3 1
7, Givensovo rotacijo
V5/6 0 1/V6
RL=1 0 1 o0

~1/v6 0 /5/6

uni¢imo 3. element v dobljeni matriki. Dobimo

V5/6 0 1/VB VB 0 3/V6 V6 V32 /3/2+1/V6

0 1 0 0 V5 —1/V/5=]10 5 -1//5 :
~1/v/6 0 /5/6| |1 3 1 0 15/2 —/3/10 +/5/6
Uporabimo se rotacijo
1 0 0
REL =10 2/5 /3/5
0 —3/5 V2/5

in dobimo isto matriko kot pri MGS, matrika Q = R12R13Rs3.

Naloga 6.5 S Householderjevimi zrcaljenji in QR razcepom resi linearni sistem

r1 4+ 6x0 + 23 = -7
201 + wxy + —2x3 = —1.
2¢7 + 2z 4+ 6xz3 = 6

Resitev. Najprej transformiramo prvi stolpec

14+1-(3=A1]l2) 4 1 1|7t 2
w= 2 = (2|, wlw =24, Plzl—ﬁwa:§ -2 2
2 2 —2 -1

1 6 -2 -7 -3 —4 -2 -1

P21 -2 —1|=]|0 -4 -2 2

22 6 6 0 -3 6 9

Izracunajmo Ps:

-2
-1
2

33
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1 1]1-4 -
sz]—wlwlT:[4 3‘|

45 5(-3 4
Izracunajmo
1 0o of[-3 4 —2 -1 -3 -4 -2 -1
0z 2|0 -4 -2 2|=]|0 5 -2 -7
0 2 [0 -3 6 9 0 0 6 6
Iz ¢esar dobimo x3 = 1, 3p = —Ct2 = —1, 7y = =124 = 1, -

Naloga 6.6 Naj bo A zgornja Hessenbergova matrika (a;;, = 0, i > k + 1). Zapisi algoritem za
QR razcep s pomocjo Givensovih rotacij in z njegovo pomocjo resi sistem Ax = b. Poleg tega Se
prestej stevilo operacij (korenjenja, sestevanja, mnozZenja). Matrike Q ti ni potrebno izracunati.
Kaksna je oblika matrike Q¢

Resitev. Givensova rotacija R, spremeni samo i-to in k-to vrstico. Poglejmo si primer, ko je
matrika dimenzije 4:

X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X x| RL X X X| RE X X X| RE, X X X
A= i % Yy
X X X X X X X X X X
X X X X X X X
fort=1,...,n—1do
2 2 :
aii“l‘azi_,’_l’i—|-n—1\/,2n—2*,n—1+,
s=SLL |y
Qi = T3
21 = by
22 = bit1;
bi=cz1+sz--2n—2* n—1+;
biy1 =—sz1+cza-|-2n—2% n—1+;
fork=i+1,...,n—-1do
atk = a;p;
Ak = COik + SAip 1k -] 23" i Y i) 4
Qi1 = —S - aik + ca;qq ) - \ 2 i Y i -1 4
end
end
Resi zgornje trikotni sistem Rx = b.
Vsota je enaka
n—2
n—2)(n-—1
62 —i—1)+12(n—1) _6Zk+12 ):6()2()+12(n—1):3n2+3n—6.
Matrika @ je zgornja Hessenbergova. ]

Naloga 6.7 Naj bo A € R™*"™, m > n in rang(A) = n. Podana je $e matrika C € RP*™ p < n,
rang(C) = p. Zapisi algoritem za resevanje predolocenega sistema Ax = b, pri pogoju Cx = d.



Resitev. 1s¢emo ming,—q || Az — b||2, poglejmo si oblike matrik. Pomagajmo si z razsirjenim
Q" | X

35
[ 01 ] razcepom matrike CT. Re§ujemo problem
n—p

min |[|Az —bll2 = min
Cx=d QTx

IIAQQT:C = bl[2.

Izrac¢unajmo CQ = (CT)TQ = (QR)"Q = R"Q"Q = RT = {RT O} uvedemo Se nove neznanke
P
QTz= " ly]inAQ_ [
n—p z

n—p
Ap As } Nadaljujemo z

min

y )
H A Ay [ ] —bHQZ min HAly—l-AQZ—bHQ
[RT 0] M =d [ } o Ry=d

Z Ry =d je y enoli¢no doloc¢en. Torej nam

znano

min [[Asz — (b— A1p)ll2
Rfy—

predstavlja predoloceni sistem Aoz = b — Ay

=QR;

Rl y = d (resimo sistem, dobimo y)

p n—p

AQ = [Al Ao };

min, ||A2z — (b — A1y)]||2 (resimo predolocen sistem, dobimo z) ;
—0lY].
L= Q [Z‘| ’

Naloga 6.8 Dana je funkczy
tocke, r; = ih,i = 0,1

f(z) = sin(mx) exp(z/5). Na intervalu [0,4] ekvidistantno izberite
,1,...,16,h = i in izracunajte vrednosti y; = f(x;). Poiscite polinom p
stopnje 5, ki zadosca
p(4) =1

in aproksimira tocke (x;,y;) po metodi najmanjsih kvadratov. Problem prevedite na iskanje
mince—q||Az — bl2,

in ga resite z metodo opisano v prejsnji nalogi. Izpisite koeficiente polinoma ter narisite sliko, na
kateri so oznacene tocke, funkcija f ter izracunan polinom p
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Resitev. Polinom zapisemo v obliki ag + a1 + asz? + azx® + as2® + asz®. Pogoji nam dajo
sistem Cx = d

ap + al + as + as + a4 + as =0
agp + 4daq + 16a9 + 64as + 256a4 + 1024as =1,
kjer je

o[t _{ ]T.d_o
T 1 4 16 64 256 1024|°F T (%0 91 @2 43 A4 A5 AT

Zapisimo Se predolocen sistem Az = b. Matrika bo dimenzije 17 x 6, saj imamo sedemnajst
interpolacijskih tock, njeni elementi so a;; = -1 Oglejte si demonstracijsko datoteko v Matlabu.
|

Naloga 6.9 Dan imamo naslednji zvezni problem najmanjsih kvadratov, kjer je p(z) = ag +
a1z + asx? in f(x) = €%,
1
. 2
in (7@ - pa))?.
p je parabola ) _q

Polinom p je linearna kombinacija baznih polinomov 1, x,x?, 3. Tisti polinom p, ki predstavlja

resitev, je pravokotna projekcija funkcije f na prostor vseh poli- nomov stopnje 3, torej mora
veljati

(f@) = p(@),a*) =0 20 k =0,1,2,3,
kjer je skalarni produkt dveh funkcij definiran z

(f,9) = /11 f(x)g(x)dz.

Denimo, da na intervalu [a, b] is¢emo najboljso aproksimacijo po metodi najmanjsih kvadratov

funkcije f z linearno kombinacijo baznih funkcij p1,...,pn. Potem je resitev p(x) = ayp1(x) +
oo+ appn(x), kjer so ay, ..., a, resitve linearnega sistema

(p1,p1) (p1,p2) - (P1,pn)

(p2,p1) (P2;p2) -+ (P2,Pn)

(Prsp1) (Pnsp2) -+ (PnyPn)

Matriko skalarnih produktov iz zgornjega sistema imenujemo Gramova matrika. Ce so bazne
funkcije ortogonalne, kar lahko npr. doseZemo z uporabo Gram-Schmidtove orto- gonalizacije,
potem je Gramova matrika diagonalna.

Resitev. Oglejte si demonstracijsko datoteko v Matlabu. [

Naloga 6.10 Naj bo A € R™*", kjer je m > n in rang(A) = n. Dokazi, da ima sistem

m n

JER[N:

resitev, ki ustreza resitvi predolocenega sistema Ax = b po metodi najmanjsih kvadratov.
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Resitev. Poglejmo kaj mora veljati za reSitev sistema. Po blokih dobimo r + Ax = b in
ATr = 0. Iz prve enacbe dobimo r = b — Az, kar vstavimo v drugo enac¢bo. 1z tega sledi

AT(b—Az) =0 ATh— ATAz =0 ATb = AT Az
Dobili smo ravno normalni sistem. [
Naloga 6.11 Dokazi, da za matriko X z najmangjso normo || X||p, ki minimizira || XA — I,,||F
velja X = AT. Matika A je dimenzije m x n, kjer je m > n in rang(A) = r.

Resitev. Naj bo podan singularni razcep matrike A = ULV” dimenzije m x n in ranga r.
Tukaj sta U in V ortogonalni matriki dimenzij m x m in n x n. Psevdoinverz matrike A je enak
AT = VEtUT, Kjer je

T n—r T n—r
o | S 0 L r | Stoo
o O A A

in S = diag(o1,09,...,0,). Lotimo se reSevanja. Najprej zapisemo X kot X = VDUT, potem je
| X||F = [|D||F in velja

I

T T V ortogonalna

[ XA—1I||p=|[VDUUXV" —I||F = |DE — If|F.

Zadnji enac¢aj dobimo tako, da z leve pomnozimo z V71, z desne pa z V. Matrika V je ortogonalna,
tako se Frobeniusova norma ne spremeni. Matriko D predstavimo v blo¢ni obliki

T m-—-r
D Do
D= " :
Potem je DY oblike
T n—r
o D18 0
DY = n—r l DyS 0 ’

Ce Zelimo, da bo ||DY — I||% = ||D11S — L||% + || D21S||% + || — In—r||% minimalna, moramo
izbrati D17 = S~! in Doy = 0. Radi bi tudi, da je ||D||r = || X||r ¢im manjsa, torej je oéitno
najbolje izbrati Dis = Dag = 0. Velja namre¢ ||D||% = ||D11||% + ||Da1l|% + || Di2]|% + || D22l %
Dobili smo, da mora veljat D = ¥, kar nam da X = VXtUT = A+, "

Ce A ni polnega ranga, pravimo, da ima defekten rang. V primeru defektnega ranga resitev,
ki minimizira ||Az — b||2 ni enoli¢na, saj lahko z pristejemo poljuben z € ker A. V taksnem c
primeru pravimo, da je izmed vseh vektorjev x, ki minimizirajo Az = b, resitev tisti, ki ima
minimalno normo.

Naloga 6.12 Ce je A € R™", m > n, rang(A) = r < n in A = ULSVT singularni razcep,
potem ima izmed vseh vektorjev x, ki minimizirajo normo ||Ax — b||2, najmangjso normo x = A™b
oziroma

T ulTb
e=y b,
i1 i
m
m

Az —bll3 = > (u]b)*.
i=r+1
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Resitev. Za poljuben x € R" velja

T m
Az —b|3 = UM AV (VT2) = UM} = [[Sa — UTB|[5 =D (050 —ui b)* + Y (uib)?,
i=1 i=r+1
T
kjer je a = VT z. Minimum je o¢itno dosezen pri a; = b ai = 1,...,r, komponente ar41,...,an

(o473
pa so poljubne. Da dobimo minimalni z = Va vzamemo a,y1 = -+ = @y, = 0. [
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