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Cas pisanja je 120 minut. Mozno je doseci 100 tock. Vse odgovore dobro Sedes (2‘005)
utemeljite. Veliko uspehal

Ime in priimek Vpisna Stevilka

1. naloga (25 tock)
Dano naj bo vektorsko polje 7 : R — R? s predpisom
U(x,y,2) = (2 f(2), 59" + 2,2 +y).

Dolo¢i funkcijo f tako, da bo za poljubno obmoéje @ C R3, orientirano z zunanjo normalo,
veljalo #BQ v-dS = J,, kjer je J, vztrajnostni moment obmocja €2 okoli z-osi.

(Vzrajnostni moment telesa 2 okoli z-osi je dan z J, = [[[,(2? + y*) da dy dz.)
Resitev:

Dolo¢imo f tako, da bo divi' = 2% 4+ y?. Dobimo pogoj

f@)+af(z) =a®,

od koder dobimo f(z) = ¢4 %2, torej je iskano vektorsko polje oblike

x

6:(C+x—;,%y3+z,w+y) CeR.
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2. naloga (25 tock)

Dana naj bo holomorfna funkcija

kjer je sin(z +iy) = sinx coshy + i cosx sinhy .
a) Doloci definicijsko obmocje funkcije f.

b) Izrac¢unaj integral 56(: z) dz, kjer je C krivulja skicirana na spodnji sliki:

N Y

=
\%/\./\/ .

Resitev:

Nicle funkcije sin so kompleksna Stevila z = km, k € Z, tako, da je definicijsko obmocje
funkcije f enako {z € C|z # km, k=0,£1,4+2,43,...}.

Residuum v toc¢ki z = 7 je enak —m, v z = 27 je enak 27 (v z = 0 je residuum enak 0).
Upostevamo Se orientacije in dobimo

?gf(z) dz = —67% .
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3. naloga (25 tock)

Dolo¢i splosno resitev diferencialne enache

yl/+2y/+y:efl‘.

Resitev:

xT

Splosna resitev homogene enacbe je 3y’ +2y' +y = 0je y = Ae * + Bxe™
delu uporabimo nastavek y, = Ar?e™® in dobimo A = %

. Pri nehomogenem



4. naloga (25 tock)

Metriéni prostor (M, d) je omejen, Ge obstaja taksno stevilo D > 0, da je d(z,y) < D za vsak
xz,y € M. Naj bo (M,d) poln in omejen metri¢ni prostor, M naj bo mnozica vseh preslikav
M — M in funkcija § : M x M — [0,00) naj bo dana s predpisom

6(f,9) = sup d(f(z),g(z)).

xeM
a) Pokazi, da je § metrika na M.
b) Pokazi, da je (]Tj, ) poln metri¢ni prostor.

c) Naj bo ¢ : M — M skrcitev prostora M. Pokazi, da je preslikava ¢, : M — ]\7, dana s
predpisom

¢*(f):¢of

skréitev prostora M in doloéi njeno negibno tocko.
Resitev:

Preslikava J je nenegativna in simetri¢na, velja d(f,g) = 0 natanko tedaj, ko je f(z) = g(x)
za vsak x € M. Trikotnisko neenakost utemeljimo na naslednji nacin:

d(f(x), h(x)) < d(f(z),9(x)) + d(g(x), h(z)) — ©e M,

in ¢e najprej vzamemo supremum na desni strani dobimo
d(f(z),h(x)) <6(f,g9) +0(g,h) €M,

nato pa Se na levi, kar nam da 0(f,h) < d(f,g) + (g, h).

Naj bo f, : M — M Cauchyevo zaporedje v M, kar pomeni, da za vsak ¢ > 0 obstaja ng € N,
da za vsak n,m > ng velja

(fn, fm) < €.

To pa pomeni, da za vsak = € M velja d(f,(x), fm(x)) < €, torej je zaporedje f,(z) Cauchyevo
in s tem konvergentno (M je poln) in lahko definiramo preslikavo f : M — M s predpisom

Fa) =l fo(a).

Naj bo sedaj € > 0, potem obstaja ng, da je za vsak n > ng
d(fn(x), frne(x)) < % za vsak © € M.

Potem pa je tudi d(f(x), fn,(x)) = nh_)rrolo d(fn(x), fno(x)) < § za vsak x € M.
Sedaj dobimo
5(fs £) < 6(fus Fua) + 8(fungs 1) = SUD d(fin(@), fg(@)) + sUp d(fg (@), [ (@) < 5 + 5 = .

zeM xeM

torej zaporedje f, konvergira k f.
Imamo

5(P«(f), #+(9)) = sup d(o(f(x)), d(g(x))) < sup ¢-d(f(z),9(x)) = q sup d(f(z),g(x)) = ¢-6(f,9),

zeM xeM zeM

torej je ¢ skréitev (z istim faktorjem kot ¢).
Naj bo x¢ negibna tocka preslikave ¢, potem je konstantna preslikava ¢ : M — M, c(x) = g
negibna tocka preslikave ¢,.



