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Ime in priimek Vpisna Stevilka

1. naloga (25 tock)

Dani naj bosta funkciji

g(z) +y
$2+y2

_ _z—fQy)

U(J},y) - ’U(IE,y) - .T2 +y2 :

a) Dolo¢i funkciji f in ¢ tako, da bo funkcija F(x + iy) = u(z,y) + iv(z,y) holomorfna z
lastnostjo, da je F'(1) =1+ .

(Nasvet: Uporabi Cauchy-Riemannove enacbe in v eni od njih lo¢i spremenljivke.)
b) Razvij funkcijo F' v Taylorjevo vrsto okoli tocke zg = 1.

c) Pokazi, da je funkcija F' definirana povsod razen v eni tocki in dolo¢i residuum funkcije F' v
tej tocki.

Resitev:

Iz druge Cauchy-Riemannovih enac¢be dobimo yg(z) = x f(y). Zvezo odvajamo po x in dobimo
yg' (x) = f(y), oz. ¢'(x) = % Torej je ¢"(x) = 0 in od tod ¢'(x) = A, kar pa pomeni, da je
f(y) = Ay. Po analognem razmisleku (odvajamo po zgornjo zvezo po y) dobimo g(z) = Az. Iz
yg(x) = xf(y) pasedaj sledi A = A. Druga Cauchy-Riemannova enacba ne da nobenega pogoja
vec.

Torej je
Az +y o — Ay
2+ 2ty

F(x+iy) =

2tz

upostevamo F'(1) = 1+ in dobimo A = 1, torej g(x) = z in f(y) = y. Vstavimo 2 = #3= in
Yy = Z;f in dobimo

1+
F(z) = i

Torej je Resp(0) = 1+ 4, za Taylorjevo vrsto pa zapisemo
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2. naloga (25 tock)

Dana je kompleksna funkcija f(z) = Zé;“_l - Krivulja C C C naj bo dana v implicitni obliki z

C={z+iycC;a*=9>+1,2>0}

orientirana v smeri narascajoCe koordinate . Izrac¢unaj

/c £(2)dz.

(Nasvet: Odsek krivulje C dopolni do sklenjene krivulje z delom kroznice s sredis¢em 0 in velikim
polmerom R in uporabi izrek o residuih).

Resitev:

Izberemo R — oo in krivujo dopolnimo s ¢etrtkroznico radija R. Potem je
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2miResy(2) = = lim ff(z) dz = —/f(z) dz + Rlim f(z)dz,
C

4 _Rﬁoo =0 JKp

ic je li dz = 0.
pri cemer pa je lim Ji,, [(2) dz



3. naloga (25 tock)
a) Poisci splosno resitev diferencialne enacbe y” 4+ 4y’ — 5y = ze®.
b) Ali obstaja tak A € R, da ima enacba
y" +4y — 5y = Ay  pri robnih pogojih  y(0) =0in y(1) =0

nenicelno resitev.

Resitev:

Resitev je y = C1e® + Cae 5% + (1% - %) ze®.

Za A = —9 pa imamo splosno resitev y = Ae 2%+ Bxe 2% in pri robnih pogojih (0) = y(1) = 0
tu velja A = B = 0.

Ce je A > —9, je splosna resitev oblike y = Ae(72-V9HNz | Be(=2+VO Nz pri pogojih y(0) =
y(1) =0 sta oba A= B = 0.

Ce je A < —9, pa je resitev oblike y = Ae™? cos /—(9 + \)x + Be 2t sin/—(9 + \)z in iz
robnih pogojev dobimo A = 0, medtem ko je B lahko razlicen od 0, ce je \/—(9 + \) = nm, kjer
jen=1,23,..



4. naloga (25 tock)
Naj bo
M ={f:[0,1] = R|f(0) = f(0) =0 in f je dvakrat zvezno odvedljiva}

in preslikava d : M x M — R s predpisom

a(f,9) / () — ¢ (2)) do

a) Preveri, da je d metrika na mnozici M.

b) Denimo, da zaporedje funkcij (f,)nen v prostoru (M, d) konvergira k funkeiji f € (M, d).
Sklepajte, da je f;(x)—f'(x) =[5 (f/(t)—f"(t))dt in od tod, da zaporedje odvodov f}, konvergira
enakomerno proti f’. Nato pokazite Se, da zaporedje f, konvergira enakomerno proti funkciji f.

Resitev:

Je metrika, saj iz d(f, g) sledi, da je f”(x) = ¢"(x) za vsak x € [0, 1] (zveznost drugih odvodov).
Potem pa zaradi zacetnih pogojev velja, da je f(z) = g(x) za vse z € [0, 1].

Enakost f;,(z) — f'(x) = [y (fn(t) — f"(t)) dt nam da

i) — ()] < /Oxlff{( F(0)] dt < / 1) — FUO)dt = d(fn f).

Torej je supyep] | fn(z) — f'(z)| < d(fn, f) = 0, ko n — oo, tore] f,, res enakomerno konvergira
K 1.
Analogno velja f,(x) — f(z) = [; (f,(t) — f'(t)) dt, kar nam da

() - |</ 0 \dt</ L) — (1) dt.

Torej je sup,epo ) | fn(z) — f(2)] < fol |fL(t) = f'(t)| dt — 0, ko n — oo, saj f], enakomerno konv.
k f/, torej f, res enakomerno konvergira k f.



