Analiza 3: 1. izpit
31. 1. 2020 10%

Cas pisanja je 120 minut. Mozno je doseci 100 tock. Vse odgovore dobro
utemeljite. Veliko uspehal

Ime in priimek

1. naloga (25 tock)

Dan naj bo integral s parametrom

I(a):/ooow_axdx.

x
a) Doloci vse a > 0, za katere integral I(a) konvergira.

b) Izracunaj odvod I'(a).

c) Ali je I(a) zvezna funkcija na konvergenénem obmocju?

d) Ali I(a) konvergira enakomerno na konvergenénem obmocju?
Resitev:

lim
z—0
integralu ni ve¢ omejena.

Naj bo [0,¢] C [0, 3). Potem imamo po Weierstrassovem kriteriju
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= In(2), tako, da je problem le v co. Tu pa mora biti a € [0

Vpisna Stevilka
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in OOO CI(Q;_I) dx konvergira, tako da je konv. enakomerna na vsakem [0, ¢], torej je I zvezna
funkcija.

Ne konv. enak. na celem |0, %) Naj bo M poljubno veliko Stevilo, potem:
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torej se zmeraj najde a € [0, %), da je ostanek integrala velik.
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2. naloga (25 tock)

Dano je obmocje
V ={(z,y,2) eR3:; 2 <2< 2—$2—y2}

in vektorsko polje #(z,y, 2) = (3z + yz, 2y + z, 2 — 2 + 62y?). Izracunaj

# 7-dS,
ov

kjer je rob obmoc¢ja dV orientiran z zunanjo normalo.

Resitev:

T

Velja y? =< 2 — 22 — 2 na elipsi ; +y2 =1

Divergenca je 6 in imamo
# 7-dS = /// dx dy dz
v 1%

uvedemo elipti¢no cilindriéne koordinate

z = V2rcost y=rsint z==z Jac =1rV2

27 1 2—2r2sin? t—r2 cos? t
6/// dxdydz-ﬁ/ dt/ dr/ r2dz =
\% 0 0 r2sin? ¢
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3. naloga (25 tock)

Dana je kompleksna funkcija

a) Doloé¢i definicijsko obmocje funkcije f.

b) Izracunaj gsc f(2)dz, kjer je C pozitivno orientirana krivulja dana z

C={z€C,|z—i|=1}.

Resitev:

Funkcija ima singularnosti, kjer je z + % =km, k € Z. To so potem tocke
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kjer vse zadnje lezijo na realni osi.
Za integral potrebujemo le residuum v z = 4:
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Dobimo ¢, f(z)dz = —m.
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4. naloga (25 tock)

Naj bo (C([0,1]),d) metri¢en prostor zvezno odvedljivih funkcij na intervalu [0, 1] z metriko

d(f,g) = Joax |f(x) — g(z)] + Jnax | (x) — ¢ ()]

a) Pokazi, da je d metrika.
b) Ali je (C([0,1]),d) poln metri¢en prostor?
c) Dana je preslikava @ : (C([0, 1]),d) — (C(]0,1]),d) s predpisom

(f)(z) = 2” + i/om Ft) = f'(t)dt.

Pokazi, da je ® skréitev in dolo¢i njeno negibno tocko.
Resitev:

Je metrika, prostor je poln, saj ¢e je (f,) Cauchyevo zaporedje, potem ( f,,) konvergira enako-
merno na [0, 1], torej zaporedje konvergira k neki zvezni funkciji f. Hkrati pa tudi (f]) konvergira
enakomerno na [0, 1], kar pomeni da je f odvedljiva (tudi zvezno, ker so f], zvezne).

d(®(f), ®(g)) = max (| /Ox V/A(f = g) = 1/A(f" = g dt] + [1/A(f = g) = 1/4(f" = g))]) <

z€[0,1]

max ( / 1/4I(f — )] + 1/41f — | dt +1/4]f — gl +1/41f' — ¢]) < ~d(1,9).
z€0,1]" /o 2

Za negibno tocko dobimo

5y —y =8 y(O):0:>y(x):8(5e%—x—5).



