Uvod v diferencialno geometrijo: 1. izpit
31. 1. 2020 1200 — 1490 2.05

Cas pisanja je 120 minut. Mozno je doseci 100 tock. Vse odgovore dobro
utemeljite. Veliko uspehal

Ime in priimek Vpisna stevilka

1. naloga (25 tock)
Pokoncen krog radija 1 se kotali po vodoravnem krogu radija 1.

a) Parametriziraj krivuljo C, ki jo opise tocka (1,0,0) s pokonénega kroga, ¢e se v zaCetnem
polozaju kroga dotikata v tocki (1,0,0).

b) Poisci ploskev oblike z = f(z) na kateri lezi krivulja C.

Resitev:

Dobimo #(t) = (cost + sin?¢,sint — sint cost, 1 — cost).

Ker je
x = cost +sin’t z=1—cost =>cost=1— 2z

in dobimo

z=1+2z—2%.
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2. naloga (25 tock)

Dan naj bo valj P s parametrizacijo
o(p.2) = (cosp,sing,z) € [0,27], 2 € [0,00).
Dana naj bo funkcija T'(z) in parametrizacija p ploskve S oblike

p(p,2) = (f(z)cosp, f(2)sing,g(z)) ¢ €0,2n], 2 € [0,00),

za katero velja
T(2)? 15" =107

a) Naj bo T'(z) = z%. Dolo¢i parametrizacijo p. Ali je definirana za vse z € [0,00)?
b) Doloé¢i kaksen primer funkcije T'(z) tako, da bo ploskev S del stozca

V= {(z,y,2) € R3; 22 = 2 +¢*}.

Resitev:

Velja
1FF — f? 0
P 0 f/2 +gl2
od koder dobimo f(z) = T(z) in ¢'(z) = VT? — T'2, kar nam v primeru T'(z) = 22 da resitev

3

2cosg0,z2sing0,% 22—4),

plp,z) = (2

kar je definirano za z > 2. Za z < 2 resitev S ni vec rotacijsko simetri¢na (¢e predpostavljamo,
da resitev sploh obstaja).
Veljati mora f(z) = g(z), od koder dobimo pogoj

F(2)=T(2) () =VT?—T72 = T = /T2 —T72 = 27" = T?

oziroma
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3. naloga (25 tock)

Naj ima ploskev P parametrizacijo o(p,7), ¢ € [0,27], r € [0,00), da je prva fundamentalna

forma oblike ( )
FF _ |E(p,7r) O
Ia (907 7’) - |: 0 1 .

a) Pokazi, da so naravno parametrizirane poti oblike

Y(t) = o(po,r(t)) po = konst.
geodetke na ploskvi P.

b) Denimo, da je naravno parametrizirana pot v(t) = o(¢(t),ro) (ro =konst.) geodetka na
ploskvi P za vsak rg. Pokazi, da je potem funkcija E odvisna le od spremenljivke .

¢) Denimo, da je E odvisna le od spremenljivke r, t.j. E = E(r). Dolo¢i vse funkcije E(r), da
ima pripadajoca ploskev Gaussovo ukrivljenost enako O.

Nasvet: Za ploskev s parametrizacijo o(u,v) in prvo fundamentalno formo oblike

Lo (w,0) = [E(l(;’v) otu U)} ’

je Gaussova ukrivljenost dana z

Resitev:

Vstavimo v dve dif.enacbi za geodetke; prva je kar 0 = 0, druga pa ¥ = ¥, torej so geodetke.
Iz ene od enacb za geodetke dobimo pogoj g—g = 0, kar pomeni E = E(yp).

Pogoj se reducira na E' = Cv/E, od koder dobimo

E(r) = (Cr + D)?.



4. naloga (25 tock)

Naj bot >0 in

1
Vi={(.y,2) €R%; (2 +)° +9° < }}

neskoncen valj radija % z osjo, ki gre skozi tocko (—t,0,0) in je vzporedna z-osi. S pomodcjo

Gauss-Bonnetovega izreka izracunaj povrsino ploskve P, kjer je

P=5*- |J V.
te[0,00)

Skica ploskve P:

1.0

10 .

Resitev:

Ploskev ima rob iz dveh pol-vzporednikov radija % in dveh pol-vzporednikov radija \/Tg

Sfera naj ima zunanjo orientacijo. Geodetska ukrivljenost bo malo spreminjala predznak
(spremljamo kg = " - (7l x 7)) (tako se premikamo po robu), sicer pa najlazje gre iz formule
K2 = K2 + mg (kn = £1), torej

kg = —V3 (za vzp. radija 1)

V3

Kg = (za vzp. radija %5°).

Sl

Gre za Stirikotnik, vsi koti so 7

1 1 _ 3
dobimo

PI(P) =7(1+V3).



