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[33%] Dana naj bo naravno parametrizirana ravninska krivulja 7(s) z neni¢elno
ukrivljenostjo, ki naj predstavlja pot zadnjega kolesa bicikla dolzine L.

(a) Parametriziraj pot, ki jo opiSe sprednje kolo bicikla ter izrazi ukrivljenost
poti, ki jo opiSe sprednje kolo s pomoc¢jo ukrivljenosti poti zadnjega kolesa.

(b) Poisci kaksno nenicelno ukrivljenost, ki jo mora imeti pot zadnjega kolesa,
da bo ukrivljenost poti sprednjega kolesa konstantno enaka 0.

(c) Naj bo pot zadnjega kolesa sklenjena in konveksna. Pokazi, da je povr§ina

obmodéja, ki ga omejujeta pot sprednjega in pot zadnjega kolesa enaka wL2.

[33%] Naj bon € {2,3,4,...} in naj bo dana ploskev S C R*, parametrizirana z

(A z) = ( cosh z cos ), Coshzsin)\,z) , A€ (0,2m), z € R.

n n
vn? —1 vn? —1
Doloéi funkciji F(z) in G(z) tako, da bo preslikava med ploskvama ¢ : S — R,

podana z
d(F(A, 2)) = (F(z) cos(nA), F(z)sin(nA), G(z))

lokalna izometrija.
[34%] Dani naj bosta ploskvi S, R € R*, parametriziraniz #: U — Sin §: U —
R. Pravimo, da je parametrizacija g ploskve R pravokotna parametrizacija
parametrizacije 7 ploskve S, ¢e za vsak (u,v) € U velja

o=t Pu=il,
kjer je @ normala na ploskev S.

(a) Naj bo U enostavno povezano obmod&je ter naj ima parametrizacija 7
dane koeficiente prve fundamentalne forme E, G, F' in druge fundamentalne
forme L, N, M, kjer naj bo N # 0. Pokazi, da pravokotna parametrizacija
obstaja natanko tedaj, ko velja

M=0 E, = -2L G, =0.
(b) Pokazi, da za p (Ce obstaja) velja:
p ohranja povrSine <=> g je konformna <= g je izometrija .

(c) Ali obstaja pravokotna parametrizacija standardne parametrizacije enot-
ske sfere?

(d) Naj bo 7 konformna parametrizacija, t.j. prva fundamentalna forma naj

. E 0
bo oblike [ 0 E

enaka pravokotni parametrizaciji svoje pravokotne parametrizacije?

}. Kak$nemu pogoju mora zadoscati funkcija F, ¢e je 7



Resitve

—

1. e Sprednje kolo ima parametrizacijo ¥(s) = 7(s) + LT(s) (ni ve¢ na-
ravna par.).
Ukrivljenost je & = |’Y,|§,P‘Y”| in dobimo (upostevamo 7 = 0 in Frene-
tove formule)
_ |k + LK + L?£%|
R =
N
e Intuitivno je jasno, da takSna pot obstaja, konkretno pa mora veljati,
da je pot zadnjega kolesa takSna, da je
Lk + k= —L?:3
od koder dobimo netrivialne regitve oblike r(s) = ———.
V CeT —L2
e Direktno uporabimo formulo za plos¢ino % f: (zy — y&) dt in uposte-
vamo, da lahko pigemo z/(s) = cos(s) in y'(s) = sin p(s) ter, da je
©(0) =0 in @(¢) = 27 (kjer je £ dolzina poti zadnjega kolesa).
2. Prva fundamentalna za ploskev S je E = n?il cosh’z, F = 0in G =

1+ n?il sinh? z. Za ploskev R pa dobimo E = n?F(2)?, F = 0in G =
F'(2)? + G'(2)?. 1z pogoja za izometrijo (daje E=E, F = F in G = G)

dobimo nazadnje:

1
F(z) = ———=coshz G(z) = sinh(z2).
n? —1

. Pogoj je ujemanje mesanih odvodov py, = pyu, 0ziroma i, = 7i,, kar po-

mnozimo po vrsti z 77, 7, in 7%, in dobimo ravno opisane pogoje. Obratno,
ker je M = 0 = 7y, velja 7y = @iy + By (7, 7ty sta tangentna na plo-
skev). Ce to pomnozimo skalarno z 7, in upostevamo FE, = —2L, dobimo
a=1. Ce pomnozimo $e z 7, dobimo pa pogoj SN = 0 od koder sledi
B = 0. Torej res velja 7, = i, torej pogoj enakosti meSanih odvodov
je izpoljnjen in na enostavno povezanem obmodcju lahko sistem parcial-
nih diferencialnih enac¢b g, = 7, in g, = 7 redimo (pri nekem zaetnem
pogoju).

Prva F.F. za g je oblike [107} (1)] , kar pomeni, da so vsi trije pojmi (konf.,
izom., ...) ekvivalentni.

Pri standardni parametrizaciji enotske sfere pogoji niso izpoljnjeni, tako
da ne obstaja.

Pogoj je ravno E = 1.



