Matematika 2 (FMT, PM): 3. kolokvij
10.4.2018

Vse odgovore je potrebno dobro utemeljiti. Veliko uspehal

Ime in priimek Vpisna stevilka

1. naloga (25 tock)
Resi DE zy/ = 4y + ze /7.

Resitev: Ce delimo z x, dobimo ¢/ = 1 + y/x + e ¥/* kar pomeni, da je enacba homogena. S
substitucijo z = y/z dobimo xzz’ = 1+ e~ *. To je enacba z locljivima spremenljivkama, saj se
da izraziti v obliki 1 ﬁez_z = d?z oziroma :jfﬁ = d?m. Integriramo in dobimo In % = In|z|, torej
1+e* = A|z|. A enacba ima pomen za z # 0 in na vsakem intervalu, ki ne vsebuje nicle, smemo
druzino A|x| zamenjati z druzino Az. Re$imo na z in dobimo z = In(Az — 1). Izrazimo z y in

kon¢no dobimo y = zIn(Azx — 1).

Konstanta A lahko pretece vsa realna Stevila razen nicle: za vsak A # 0 namre¢ obstaja
neizrojen interval, na katerem je Az — 1 > 0, za A = 0 pa to ni res.
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2. naloga (25 tock)
Resi DE i/ + £ =, /5.

Resitev: To je Bernoullijeva DE ' = f(x)y + g(x)y" = —% + y'/2. Funkcija y = 0 je resitev
te enacbe, za preostale resitve pa uvedemo z(z) =y(z)' " =y/2, 2’ =(1—r)y~"y'. Tako se DE
prevede na linearno: % = f(x)z+g(x) oziroma 22’ =—Z2+1. Homogeni del 22’ =—Z2 ima resitev
z=C|z|~'/2, partikularni del pa se resi z variacijo konstante (ki jo je dovolj narediti za = > 0,
nato pa preveriti, da partikularna resitev velja za vse x). Dobimo z = +C |z|~%/2. Splosna

resitev enacbe je torej y:(§+0|33|_1/2)2, y=0 pa je njena ogrinjaca.



3. naloga (25 tock)
Poici splosno resitev DE ¢ +9y = f(z) za:
a) (5 tock) f(x)=0;

Resitev: Karakteristi¢na enacba A2+9=0 ima resitvi A==+3i, torej y=A cos 3z + B sin 3z.

b) (10 tock) f(x)=u;

Resitev: Za homogeni del yy vzamemo resitev iz prejsnje tocke, za partikularni del pa vzamemo
nastavek yp=Cxz+D. Resitev je y=ypy+yp=Acos3r+Bsin3z+73.

c) (10 tock) f(z)=xz+sin(3z).

Resitev: Resitvi zgornje DE pristejemo partikularno resitev DE 3”4+ 9y = sin(3z) = Im(e%™®).
Za y"+9y = €3 je nastavek yp = Cze3®, nato pa vzamemo Im od resitve. Konéna resitev je
y=yn+yp=Acos3r+Bsin3r+ 35— g cos 3z.




4. naloga (35 tock)
Dana je DE 2y dz — (z + y) dy = 0.
a) (10 tocék) Poisci tak a, da bo enacba postala eksaktna, ¢e jo delimo z xy + ay?.

=3 0 _ __ 2a : 9 (z+y) _ l1—a : _ 1.
Resitev: Velja By x+ay = “Gtap)? D T Orzgrarr — Gtay)? Izraza se ujemata za a = —1;

takrat postane enacba eksaktna.

b) (25 tock) Poisci vse resitve dane enacbe pri zacetnih pogojih y(0) = 0, y(0) = —2 in
y(1) = 1. Pazi na morebitne resitve, ki jih izgubimo pri deljenju.

Resitev: Ko enacbo delimo z 2y — y2, dobimo i dx — y(“'y) dy = 0. Integriramo f dw =

2In|z — y| + A(y) in —fy(xﬂ” dy = f( —|——)dy— —Inly| +2n|z — y| + B(z). Izraza se
ujemata, ¢e je A(y) = —In|y| in B(x) = 0. Dana DE ima torej splosno resitev 21In [z —y|—In |y| =

—_ )2
C, kar je ekvivalentno % =eC.

Pri deljenju smo izgubili resitvi y = 0 in y = z (za obe funkciji neposredno preverimo, da
sta res resitvi). Splogno resitev lahko tako zapisemo v obliki (z — y)? = Dy, resitev y = 0 pa
moramo navesti posebe;j.

Pri zacetnem pogoju y(0) = 0 je D lahko kar koli in tudi y = 0 izpolnjuje ta zaetni pogoj.
Dani zacetni pogoj torej izpolnjujejo vse resitve dane enacbe.

Pri zacetnem pogoju y(0) = —2 je D = —2. Dobimo (z — y)? + 2y = 0 oziroma y? — 2(z —
)y + 22 = 0 oziroma y; 2 = z — 1 &+ /1 — 2z. Dani zacetni pogoj pa izpolnjuje le resitev z
negativnim korenom, torej je edina reSitev y =z — 1 — /1 — 2z.

Pri zacetnem pogoju y(1) = 1 pa pride D = 0 in edina resitev je y = z.



