Matematika 2 (FMT, PM): 3. kolokvij
18.4.2019

Vse odgovore je potrebno dobro utemeljiti. Veliko uspehal

Ime in priimek Vpisna stevilka

1. naloga (25 tock)

Resitev: Za DE gdx+hdy =0 poskusimo p= p(z). Tedaj je Inpy = [ %dm = [EHldz =
—3Inz = In2z3, torej pomnozimo z p =22 in dobimo eksaktno DE (3+ i—g)dx — 27 2dy = 0.
Integriramo:

2y Yy

1 y
/dey =—3 + B(x)

in vidimo, da se integrala ujemata pri A(y) = 0 in B(x) = 3z. Resitev je torej 3z — 2% = C oz.
y =323 — Cz%.

Opomba: DE lahko resimo tudi kot linearno enacbo, saj se preoblikuje v —zy’ + 2y + 323 = 0.

M ox w N =




2. naloga (25 tock)

Pokazi, da ima linearna DE sin%(z)y” — sin(2x)y’ + (14-cos?z)y = 0 resitev y; =sinz, in z njeno
pomocjo znizaj red ter poiséi tudi drugo neodvisno resitev te DE. Z determinanto Wronskega
preveri, da sta dobljeni resitvi res neodvisni.

Resitev: Za y; velja yj = cosz in yf = —sinz. Iz racuna

sin® zy| — sin(2x)y] + (1 + cos® z)y

32— 2sinzcos?x + (1 + cos® z) sinx

2

= —sin
= (1 —cos’z —sin®z)sinz = 0
vidimo, da je y; res reSitev. Za drugo neodvisno resitev uvedimo

: / ! /! " / .
Yy = usinz, Yy =uwsinx +ucosz, Yy =u" sinx 4 2u cosx — usinx,

vstavimo v enacbo in po ureditvi dobimo

3xd’ =0.

sin
Funkcija © = x je prav gotovo reSitev te enacbe, od koder dobimo drugo resitev yo = xsinz.
Determinanta Wronskega je enaka:

sinx rsinx .2
= = sin” x,

w = . =
(x) CosSxT SInx + xrcoszx

kar je v vseh tockah, ki niso veckratniki Stevila 7, razlicno od ni¢, zato sta resitvi res neodvisni.
V veckratnikih Stevila 7 pa niso izpolnjeni pogoji eksisten¢nega izreka, zato se lahko zgodi, da
je determinanta Wronskega tam enaka nic.



3. naloga (30 tock)

Poisci funkcijo, definirano na odprtem intervalu, katere graf je ortogonalen na druzino krivulj
y(22+C)+2 = 0 in gre skozi tocko (—1,2). Kateri interval je maksimalni mozen? Dokazi, da je
taka funkcija v neki okolici izhodis¢ne tocke enoli¢no dolocena.

Resitev: Odvajamo:
y'(z* + C) + 22y = 0,

eliminiramo C' in dobimo, da krivulje zadosc¢ajo diferencialni enachi y' = xy?.

trajektorije pa (za y’ # 0) zadosc¢ajo enacbi

Ortogonalne

d
-— = zy®  oziroma a +9%dy = 0,
Yy x
kar se (za x # 0) zintegrira v
3
Yy
1 + = =_C.
el + 4
Ko vstavimo x = —1 in y = 2, dobimo C' = 8/3. Izrazimo y in dobimo

y=+/8—3In|x|.

Maksimalni odprt interval, na katerem je definirana desna stran in vsebuje tocko —1, je (—o0,0).
Dobljena krivulja je ortogonalna trajektorija na dano druzino za x na celotnem intervalu (—oo, 0).
Po drugi strani pa je dobljena funkcija klasi¢na resitev dane DE (tj. zvezno odvedljiva) le na
(—€%/3,0). Ker je tam z # 0 in y # 0, lahko DE izrazimo v obliki

Ker je desna stran zvezna v x in zvezno odvedljiva po y (torej lokalno Lipschitzeva), tam velja
lokalni eksistenc¢ni izrek, po kateri je resitev na (—68/ 3,0) enoli¢no dolocena. Res pa je, da
enoli¢nost ortogonalne trajektorije velja tudi za z € (—o0,0), a tega ni bilo treba dokazati.



4. naloga (30 tock)
Poisci vse resitve DE 22y’ —2xy’4+2y = z1nz.

Resitev: Karakteristicna enacba A(A—1) —2A+2 =0 0z. A2 =3\ +2 = 0 ima resitvi \; = 1 in
A2 = 2, od koder dobimo resitev homogenega dela yz = C12 + Coz?. 1z slednje in desne strani
dobimo naslednji nastavek za partikularno resitev:

yp=z(Alnz+ B)Inx

(ker ima enacba pomen le za x > 0, ni treba pisati absolutnih vrednosti). Odvajamo:

2A1 2A+ B
yp = A(lnz)? + (2A + B)Inx + B, yp = nrr At

x
in dobimo
22yh — 2xyls 4+ 2yp = z(2A—- B —2AInz).
Po izenacitvi koeficientov pride A = —% in B = —1. Iskana reSitev je torej

y = Ciz + Coz? —a:lna:(%lnx—i— 1).

Znano je, da uporabljeni nastavki za homogeni del enacbe dajo linearno neodvisne resitve. Ce
so izpolnjeni pogoji lokalnega eksisten¢nega izreka, iz enolicnosti sledi, da za izvirno enacbo res
dobimo vse mozne klasi¢ne resitve. Ti pogoji pa so za dano enacbo izpolnjeni povsod, kjer ima
pomen, to je za x > 0. Zato so vse klasine resitve, definirane na odprtih intervalih, zozitve
zgoraj navedenih funkcij.



