Matematika 2 (FMT, PM): 4. kolokvij
19.4.2018

Vse odgovore je potrebno dobro utemeljiti. Veliko uspehal

Ime in priimek Vpisna stevilka

1. naloga (25 tock)

. ) . o0 (1 — e_xy) cos Yy
Za x > 0 izracunaj doloceni integral dy.
0 Y
Kot znano lahko privzames, da je integral za z > 0 obstaja in da je zvezen.
e (a cos(by) + bsin(by))

a? + b2

+C.

Pomoc: /e“y cos(by) dy =

Resitev: Oznacimo dani integral z F(z) in ga formalno odvajajmo:

/ _ > —zy
F(z) = e eosydy.
0

Racun je pravilen na poljubnem intervalu (m, o), kjer je m > 0, ker lahko za poljubna z > m
in y > 0 ocenimo e~ cosy| < e”™¥ integral fooo e~ "™ dy pa obstaja. Torej je racun pravilen
tudi na intervalu (0, 00). Z integriranjem po y dobimo:
e (siny — x Cos y) >
1+ 22

F’ = .
() 14 22

Integriramo Se po x in dobimo:
F(z)= %ln(1+m2)—|—0.

To velja za vse x > 0, zaradi zveznosti pa tudi za vse x > 0. Ocitno je F'(0) = 0, torej je C = 0.
Sklep: za vse z > 0 velja F(z) = 3 In(1 + 22).

M ox w N =




2. naloga (30 tock)
Dan je dvojni integral [ [ sin(92%+4y?) dz dy, kjer je T ={(z,y); 9z*+4y* <1} notranjost elipse.

a) (10 tock) Zapisi dani integral kot dvakratni integral v obi¢ajnih kartezi¢nih koordinatah:
postavi ustrezne meje.

/3 p3V1-922 1/2
Resitev: / / sin(9224+4y°) dy dz  ali / / sm (922 +4y?) dx dy.
1/3J— \/1 9z2 1/2 % _

b) (20 tock) Izracunaj dani integral (ne nujno kot nadaljevanje prejsnje tocke).

Resitev: Uvedemo popravljene polarne koordinate: z = 37" cos p, Y 27‘ sinp, det J =§. Tako
je 922 +4y? <1 & r?<1in zato [[}sin(92%+4y?) dz dy = dgof Lsin(r?) dr = wl=sl,



3. naloga (30 tock)
Dan je homogen pokoncen stozec s polmerom osnovne ploskve R in visino h.
a) (15 tock) Izracunaj tezisce tega stozca.

Resitev: Postavimo koordinatni sistem tako, da je osnovna ploskev na ravnini xy, sredisce
osnovne ploskve pa v izhodis¢u. Vrh stozca naj bo tocka (0,0, h). Ce oznacimo r = /a2 + 12,
je stozec dolocen z neenacbama z >0, z + 7 < 1.

Zaradi simetrije ima tezis¢e koordinati x in y enaki ni¢, koordinato z pa izra¢cunamo s pomocjo

cilindriénih koordinat:
1
:/// x>0 przdrdedz =
m r/R+z/h<1

r>0
0<p<2m

2 (1-r/R)
V/ dgo/ / zdzrdr =
2 d
R%QT/ 2(1*§>7"T_

1
:3h/‘ﬂ1—0%ﬁ:
0

b) (15 toc¢k) Izrac¢unaj vztrajnostni moment tega stozca okoli osi, ki gre skozi osnovno ploskev
in je pravokotna na simetrijsko os. Izrazi ga z maso ter R in h.

Resitev: Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da gre za os z. Iskani vztrajnostni moment
je:

@:szw pr(y? + 2%) dx dy dz =
r/R+2z/h<1

r>0
0<p<2m

= /// o0 pr(r?sin® o4 2 drdpdz =
r/R+2z/h<1

r>0
0<p<2mr

2w (1-r/R) 2w (1-r/R)
—p/ sin godgo/ / dzr3 dT—i—p/ dcp/ / 22dzrdr =
R 3
2mph
— 3 - —
—Trph/ (1 R) dr + 3 /0 <1 R) rdr =

1 2 h3 2 1
—nth{/ ﬁU——ﬂdt+WpR/1ﬂ——w%dt—
0 0

3
R? K2
= wphR?
7rpR<0+30>

_m3m+m
- 20 10




4. naloga (25 tock)
Naj bo ploskev S stozec 22 +y* =22, 0<2<1. Za g(z,y,2)=(z,y, ") izracunaj [ 4.

Resitev: V cilindriénih koordinatah x=pcos ¢, y=psiny, z ==z se stozec izraza kot p=z, torej
. P

colscp sin]<p 1| =
—zsingp zcosp 0

(—zcosp, —zsin g, z) in zato je ploskovni integral vektorskega polja enak fS g= 027r dy fol g(r)-

(roxr,)dz = 02” dp fol(z cos p, zsin @, 24) - (—z cos p, —zsin p, 2)dz = fOZW dp fol(z5—z2)dz =-z

ima parametrizacijo 7(p, 2) = (zcos ¢, zsinp, z). Tako je normala 7, x 1, =




5. naloga (25 tock)

a

[e.@]
Doloci, za katere a € R obstaja integral / i dy.
1

1+ y3e
Resitev: Ce je a > 0, se za velike y integrand obnasa priblizno tako kot y 2%

, zato postavimo
domnevo, da integral obstaja za a > % Zdaj moramo to Se utemeljiti.

Za a > % lahko ocenimo ‘%‘ < y% Ker integral slednjega obstaja, obstaja tudi prvotni
integral.

Za 0 <a< % in y > 1 je tudi 43 > 1, torej 1 + y3* < 293¢, torej % > 21}% > 0. Ker
integral slednjega ne obstaja, tudi prvotni integral ne obstaja.

Ce paje a < 0, se za velike y integrand obnaga priblizno tako kot y%, zato postavimo domnevo,
da integral obstaja za a < —1. Spet moramo to Se utemeljiti.

Za a < —1 lahko ocenimo ‘%‘ < y®. Ker integral slednjega obstaja, obstaja tudi prvotni
integral.

Za —1<a<0iny > 1 je tudi y3* < 1, torej 1 + 3? < 2, torej % > % > 0. Ker integral
slednjega ne obstaja, tudi prvotni integral ne obstaja.

Sklep: integral obstaja za a € (—oo, —1) U (%, oo).



