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Vsebina 3. predavanja

V tem predavanju nadaljujemo s spoznavanjem posebnih Zivalskih vrst
diferencialnih ena&b prvega reda in trikov za njihovo redevanje.

Linearna diferencialna enatba

Resitev homogene linearne diferencialne enacbe
Nehomogena linearna diferencialna enaéba
Izrek o obstoju resitev linearne enacbe, primeri

Bernoullijeva enacba

©0000O0

Ricattijeva enacba

@ Splosna logisti¢na enatba



Linearna diferencialna ena¢ba

(Navadna) linearna diferencialna enatba prvega reda je oblike
y' +a(x)y = b(x),

kjer sta a(x) in b(x) dani funkciji na intervalu I C R. Operator L, ki vsaki
odvedljivi funkciji y(x) na I priredi funkcijo

(Ly)(x) = y'(x) + a(x)y(x),

se imenuje linearni diferencialni operator. Z njegovo pomodjo lahko enaébo
zapiSemo v preprosti obliki

Ly =0 (homogena enatba), Ly = b (nehomogena enatba).

Operator je linearen v smislu, da za poljubni odvedljivi funkciji ¢(x), P(x) na
in konstanti &, B € R velja

L(ag + Byp) = aldp + BLip.

Odtod sledi, da je vsaka linearna kombinacija reSitev homogene enatbe Ly =0
spet resitev te enacbe.



Resitev homogene linearne diferencialne enacbe

d
y' +a(x)y =0, dlogly| = 7y = —a(x)dx.

Z integracijo dobimo
logly| = — [ a(x)dx+c.

lzrek

Naj bo a(x) zvezna funkcija na intervalu (¢, w) C R. Tedaj ima za vsak par
Stevil xg € (&, w) in yp € R zaletni problem

y'+a(x)y=0,  y(x)=yo

natanko eno resitev na intervalu x € (a, w), ki je podana z zgornjo formulo.
MnoZica resitev je enorazseZen vektorski prostor nad obsegom IR, katerega baza

je funkcija e Lo a(t)dt, x €l




Nehomogena linearna diferencialna enacba

y' +a(x)y = b(x), x el
Fiksirajmo neko zaletno totko xg € /. ReSitev is¢emo z nastavkom

y(x) = C(X)e_f:o a(t)dt _ C(x)efG(X)r G(x) = /X a(t)dt,

X0

kjer je C(x) iskana funkcija. Za konstantno vrednost C = (p je to ravno
reditev homogene linearne enatbe y’ + a(x)y = 0. Zato tej metodi pravimo
variacija konstante. Upostevaje G’'(x) = a(x) dobimo

Y (x) = C'(x)e €™ — C(x)e MG (x) = C'(x)e ™) — C(x)e X a(x).
Vstavimo v enacbo:

Y (%) +alx)y(x) = ¥ (x) + a(x) C(x)e” ) = C'(x)e ™) = b(x)



Resitev zaletnega problema za nehomogeno linearno
enacbo

Odtod dobimo funkcijo C(x) z integracijo:
Clx) = / b(x)eS ™ dx + Co.

DruZina reditev nehomogene enatbe y’ + a(x)y = b(x) je torej

X

y(x, Co) = Coe ™) + efG(X)/ b(t)eC O dt,

X0
pri ¢emer je

G(x) = (/'X a(t)dt.

Xo
Iz y(x0, Co) = Gy vidimo, da je reditev zaletnega problema
y' +alx)y = b(x), y(x) = yo

funkcija

y(x) = e 6 (yo + /X b(t)eG<f>dt) .



|zrek o obstoju reSitev linearne enacbe

Dobljeno povzemimo v naslednjem izreku.

Naj bosta a(x) in b(x) zvezni funkciji na intervalu (¢, w) C R. Tedaj ima za
vsak par $tevil xg € (&, w) in yp € R zaletni problem

Y +a(x)y =b(x). y(x)=yo
natanko eno reditev na intervalu x € (&, w), ki je podana s formulo

X

y(x) = e ™ (yo + | b(t)eC® dt) ,

X0
kjer je

i) = /Xa(t)dt.

X0




Splosna resitev linearne enatbe

Dobljena formula pokaZe naslednje, kjer je Ly =y’ + a(x)y.

Splosna resitev nehomogene linearne enatbe Ly = b je enaka vsoti

Y=YntYp

splogne resitve prirejene linearne enatbe Ly, = 0, to je yp(x) = Ce Jq 30}t
C € R, in neke (poljubne) partikularne reditve y, nehomogene enatbe.

Za

To vidimo tudi direktno. Naj bosta y,, in y poljubni reSitvi nehomogene enacbe:
Ly, = b, Ly = b,
Z upostevanjem linearnosti operatorja L vidimo, da je
Ly — Ly, = L(y —yp) =0,
torej je razlika y, := y — yp reditev homogene enatbe Ly, = 0.

Odtod sledi, da je splodna (poljubna) resitev y oblike y = y, + yp kot v trditvi.



Primer resitve nehomogene linearne enacbe

Poiskali bomo splosno resitev nehomogene linearne enacbe

y’+xy:X3.

Sledimo postopku brez uporabe dobljenih formul.
Najprej re§imo prirejeno homogeno enatbo y’ + xy = 0 z lotitvijo spremenljivk:

d
—y:—xdx, log|y| = —x*/2 +c.
y

Torej je splodna resitev homogene enalbe enaka
y(x) = Ce /2, CeR.
Sedaj i¥¢emo reditev nehomogene enaébe z nastavkom
y(x) = C(x)e /2

Y (x) = C'(x)e /2 4 C(x)e /2 (—x) = C'(x)e /2 — y(x)x.

Vstavimo v osnovno ena&bo in dobimo

Y (x) +xy(x) = C'(x)e /2 =3,



Nadaljevanje in zaklju¢ek primera

Torej je
C'(x) =32, C(x) = / X324y,
V integral uvedemo novo spremenljivko u = x2/2, du = xdx. Tedaj je
X3 2dx = x2e*/2 (xdx) = 2ue" du.

Z integracijo per partes dobimo

/x3exz/2dx = /2ue“du: 2/ud(e“)
= 2ue”—2/e”du: (Qu—2)e"+C
= (-2’24 C.

Splo3na resitev nehomogene enatbe je torej

y(x) = <(X2 —2)e/2 4 C) e X2 =2 24 Ce /2 CeR



Bernoullijeva enatba (Jacob Bernoulli, 1654-1705)

Bernoullijeva enacba je oblike
y' +a(x)y + b(x)y" =0, a€R, o #1.

To je nelinearna diferencialna enalba, ker v njej funkcija y nastopa nelinearno.
Natanéneje, enalba je kvazilinearna, ker je linearna v odvodu y’, ne pa tudi v
funkciji y.

To enatbo lahko transformiramo v linearno diferencialno enatbo na naslednji
nadin. Predpostavimo, da sta funkciji a in b zvezni na nekem intervalu | C R
in je na tem intervalu iskana reditev y > 0. Ena&bo pomnoZimo z (1 —a)y *:

(1—a)y *y 4+ (1 —a)a(x)y* ™ + (1 —a)b(x) = 0.
Ce uporabimo identiteto
W =1 —ay™y,

dobimo
(') + (1 —a)a(x)y" ™ + (1 —a)b(x) = 0.

To je linearna diferencialna enatba v spremenljivki z = y17%.



Primer Bernoullijeve enacbe

Enacba
y' +2xy + b(x)y? = 0.
je Bernoullijeva enatba z @ = 2. Delimo z y2:
y72y/ + 2xy71 + b(x)=0.

V spremenljivki z = y~ 1 je

in ena&ba dobi obliko
7' = 2xz + b(x).

To je nehomogena linearna enaéba v z in njena splo$na resitev je

2(x) = & (c—l— /XX e_tzb(t)dt) .



Ricattijeva enatba (Jacopo Francesco Ricatti, 1676-1754)
Kvazilinearna diferencialna enatba oblike

Y = a(x)y? + b(x)y + c(x)

se imenuje Ricattijeva enaéba. Enatba je kvadratna v funkciji y in
nehomogena. Ce je ¢ = 0, je enatba Bernoullijeva z & = 2.

Razen v posebnih primerih Ricattijeva enatba ni eksplicitno resljiva. Ce pa
slu€¢ajno poznamo eno njeno resitev, lahko najdemo vse preostale reSitve z
redukcijo na Bernoullijevo enacbo, kot sledi.

Denimo, da je ¢ neka reSitev, torej velja
¢'(x) = a(x)P(x)* + b(x)P(x) + ¢(x).
Ce oditejemo to enatbo od prvotne enatbe za y, dobimo

Y =" =a(x)(y — ¢(x))(y + ¢(x)) + b(x)(y — ¢(x)).

Razlika u = y — ¢ torej zados¢a Bernoullijevi ena&bi

o = a(x)u(u+20(x)) + b(x)u = a(x)u? + (2a(x)p(x) + b(x)) u.



Primer Ricattijeve enalbe

y/fx2y+y2 = 2x.

Ena reditev je ¢(x) = x2. Uvedemo novo funkcijo u = y — x2. Tedaj je
y =u+x2, y' = u' +2x. Ce vstavimo v enatbo, dobimo

v+ 2x — X2 (u+x%) + (u+x?)? = 2x,

u'+x2u+u2 = 0.

2

To je Bernoullijeva enatba. Ce delimo z u? in uvedemo funkcijo z = 1/u,

dobimo
v x0T 41=0 = Z=x%z+1
Splo3na resitev te linearne enakbe je
X —_

z(x) = /3 <C+/ e t3/3dt), CeR.
X(

0

Odtod dobimo splosno resitev prvotne enacbe:

x -1
y(x) =x>+1/z(x) = x* + e x/3 (C+ / e’t3/3dt> :

X0



Posebna Ricattijeva enacba

Z uvedbo nove neodvisne spremenljivke lahko Ricattijevo enatbo
y' = a(x)y? + b(x)y + c(x) na poljubnem intervalu, kjer je a(x) # 0,
poenostavimo v obliko

Y =y + ().
(Glej Krizanig, str. 40.) Primer, kjer je f(x) = cx" (c €R, n€ Z) se
imenuje posebna Ricattijeva enacba:

y = y?+ o
Ce jen=0, je y' = y2 + c enatba z lotljivima spremenljivkama.
Enatba je eksplicitno redljiva z integracijami tudi v primeru n = —2 (in 3e v
neskon&nem zaporedju drugih eksponentov). Uvedemo spremenljivko

z=xy, y=2z/x, y =~ z)/x2.

Vstavimo v enatbo, pomnoZimo z x2 in dobimo

, > dz dx
xz —z=2z"+c, S =
z¢+z+c X



Splosna logisti¢na enacba

y' =y(b(x) — c(x)y) = b(x)y — c(x)y>.

Primer, ko sta b in ¢ konstanti, smo Ze obravnavali. V variabilnem primeru
enacba predstavlja model rasti, kjer sta lokalna stopnja reprodukcije pri
majhnih y > 0 in zgornja meja variabilni.

To je primer Bernoullijeve enalbe, ki smo jo Ze obravnavali. Substitucija

y = 1/u vodi do enatbe
o1 c(x)
= = 2 p(x) = 2L
v u ( (x) u )

v+ b(x)u = c(x).

To je nehomogena linearna enalba, ki jo znamo resiti:

u(x) = e B (uo—k—'/xc(t)eB(t)dt), B(x) = /X b(t)dt.

X0



