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1. Materialna toc¢ka z maso m se giblje premoértno pod vplivom potenciala U = ax? + 3,
af > 0.
(a) Kvalitativno obravnavaj mozna gibanja in pois¢i ravnovesne lege.
(b) Ali je gibanje za primer a = a3 pri energiji 28a%, a > 0 omejeno?

(¢) Dolo¢i periodo majhnega nihanja okoli ravnovesne lege.

2. Materialna tocka z maso m se giblje v polju centralne sile po tiru r(¢) = a cos?(¢/2), a > 0.

(a) Doloéi silo. Namig: sila je sorazmerna 4.

(b) Izracunaj efektivni potencial in kvalitativno obravnavaj mozna gibanja. Obravnavaj
stabilnost pripadajocega kroznega tira.

(¢) Izracunaj energijo danega tira.

3. Po vodilu dolzine 2a, ki enakomerno krozi s kotno
hitrostjo w se brez trenja giblje materialna tocka
z maso m, ki je pripeta z dvema enakima vzme-
tema, tako kot kaze skica. Koeficient vzmeti je k,
njegova neraztegnjena dolzina pa a.

(a) Zapisi enacbe gibanja v relativnem koordi-
natnem sistemu, ki se vrti hkrati z vodilom.

(b) Dolo¢i pogoj na koeficient vzmeti k, da bo
na vodilu obstajala ravnovesna lega. Ali je
stabilna?

(¢) Dolo¢i maksimalno kotno hitrost w, ¢e se
vzmet lahko stisne za najvec a/2.

4. Na valj z maso M, glej skico, je navita vrvica na
katero je obeSen jojo z maso m, na valj pa deluje
navor Ny, ki navija vrvico.

(a) Zapisi enacbe gibanja.

(b) Dolo¢i kinemati¢no vez. Nasvet, preveri
pravilnost kinemati¢ne vezi na primeru, ko
se zgornji/spodnji valj ne vrti.

(¢) Za primer M = m dolo¢i gibanje jojoja.




Resitve

1. (a) Koeficienta « in 8 imata enak predznak. Ce sta pozitivna, je limg_ o0 U(z) = oo, Ce

sta negativna pa lim, ., U(z) = —oco. Pois¢imo lokalne ekstreme potenciala. Velja

U’ = 2ax + 3Bz2. Stacionarni tocki potenciala sta potem z; = 0 in o = —2a/38.

Drugi odvod U” = 2« + 68z ima vrednosti U(x1) = 2« in U(x2) = —2a. Ravnovesni

legi sta tako x; in zp. Ce je a@ > 0 je x; stabilna, x5 pa nestabilna. Pri 3negativni
4o

o se vlogi zamenjata. Vrednosti ekstremov sta U(z1) = 0 in U(z2) = 775- Ce je
40

a > 0 energija Ey na intervalu [0, {O, W}] dopusca omejeno gibanje, za o < 0 pa na

intervalu [{O do’ }70].
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Slika 1: Potencial U(x): levo a =3, =1, desno o = -3, § = —1.

(b) Naj bo o = af8. Potem je da’ _ 40’8 oy je
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je gibanje pri energiji Ey = 2a®8 neomejeno.

(¢) Harmoni¢na aproksimacija periode nihanja v okolici stabilne ravnovesne lege je

m
T =2 _—
"\ 2a]

2. (a) Uporabimo Binetovo enacbo

ar = —C2u?(u + "),

kje je u = 1/r. Izra¢unajmo

1
u = o sin g cos ™3 g
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Potem je
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Sila je tako enaka
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(b)

Potencial sile je

aC2m al?
U=—[|Fdr=—"2—=——-.
/ " 2r3 2mr?3
Efektivni potencial je tako
2 2 a
Us=—-54+U=—-=(1--).
E o2 + 2mr? ( 7")

Prir — 0 je Uy — —o0, pri r — oo pa od zgoraj Ues — 0. Efektivni potencial ima
globalni maksimum ko je U; = 0, to je pri ro = 3a/2. Ker je to maksimu, je krozni tir
r = rg nestabilen.

Izracunajmo Se energijo tira Ey = T + Ues. Kineti¢na energija je

1 1 1 dr\®
T= imv2 = im(f'Q +72p?) = 3m <<d;) + r2> >,

Upostevajmo, da je ploscinska hitrost konstantna. Potem

2

P =
mrd

Vstavimo to v izraz za energijo. Tako dobimo

T 12 Z2T/2 l2 12u/2

= omr? + omrt  2mr2? 2m

K
kjer smo upostevali, da je v’ = 'r~2. Izracunajmo Se
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Energija je tako

Oznac¢imo z €; bazni vektor relativnega koordinatnega sistema v smeri vodila. Potem
je ¢ = C€1. Vektor kotne hitrosti je @ = wes, na tocko pa deluje sila vezi S = S€; in sili
vzmeti F'. Sili vzmeti sta

Fi=—k(C—a)d, Fy=—k(—a)d.
Potem je F = —2k(¢ — a)é;. Newtonova enacba v RKS je
mire =F + 8 —m@ x (& x () — 2m@ X Trep = F + S + mw?Cey — 2mw(és
oziroma po komponentah

mQ =—2k(( —a)+ mw?¢,

0=25—2muwC.
V ravnovesni legi je C Potem 0 = —2k(¢ — a) + mw?¢. Resitev enacbe je
2ka
G = 2k — mw?’

Pogoj, da obstaja ravnovesna lega na vodilu je 0 < (p < 2a. Potem mora veljati
k > mw?. Ravnovesna lega je o¢itno stabilna. Gibanje v smeri osi ¢ ima potencial

U= %(mw2 — 2k)¢? + 2kad,

ki ima v (y stabilno ravnovesno lego.



4.

(¢) Za koliko se vzmet lahko stisne je odvisno od zacetne hitrosti gibanja v smeri ¢. Is¢emo
tako vrednost kotne hitrosti, da bo obstajala zacetna brzina, da se vzmet ne bo stisnila
za veC kot a/2. NajmanjSa zaCetna brzina je 0. Pripadajoca dopusta ravnovesna lega
pa je ¢ = 3a/2. Potem iskano maksimalno kotno hitrost dobimo iz enacbe

0= —2k(¢ — a) + mw’C

pri ¢ = 3a/2. Potem je w = 1/23—’“.

(a) Oznac¢imo z z razdaljo sredis¢éa spodnjega
valja od stropa in z S silo vrvice tako kot
kaze skica. Enacbe gibanja so

mx = mg — S,
1
§m7"2¢1 =175,

1
5M7"2¢2 = T'Sl — No.

Tu smo z ¢; zapisali kot rotacije spodnjega
valja, z 9 pa zgornjega.

(b) Kinematicna vez je & = r¢1 + rpa.
(¢) Pri M = m po krajsem ra¢unu dobimo

T T b

Pri navoru Ny = 2rmg spodnji valj miruje.

M,r
S
Sy
m,r
mg



