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Osnove teorije stabilnosti

V tem predavanju obravnavamo osnovne pojme teorije stabilnosti dinami¢nih
sistemov. Glavne teme so naslednje:

Stabilni, nestabilni in centralni podprostor linearnega sistema
Izrek o stabilnosti linearnih sistemov

Stabilnost majhnih perturbacij linearnih sistemov.

Izrek Hartman-Grobman o topoloski stabilnosti

Pojem stabilne in nestabilne mnogoterosti negibne totke
Poincaréjeva preslikava in stabilnost ciklov

Kaoti¢ni pojavi v dinami¢nih sistemih



Stabilni, nestabilni in centralni podprostor linearnega
sistema

Naj bo A kvadratna n x n matrika in x = Ax pripadajo¢ linearni sistem
diferencialnih ena&b. Prosto IR” razcepimo na direktno vsoto treh vektorskih
podprostorov:

R"=E,®E, D E..

@ Stabilni prostor, Eg, je linearna lupina vseh lastnih in korenskih vektorjev,
ki pripadajo lastnim vrednostim A matrike A z A < 0.

@ Nestabilni prostor, E,, je linearna lupina vseh lastnih in korenskih
vektorjev, ki pripadajo lastnim vrednostim A matrike A z RA > 0.

@ Centralni prostor, E., je linearna lupina vseh lastnih in korenskih
vektorjev ki pripadajo lastnim vrednostim A matrike A z RA = 0.
Iz %e narejene analize sledi, da se tok ¢:(x) = e™x:
@ eksponentno pribliZzuje izhodis¢u 0, &e je x € Eg;
@ eksponentno oddaljuje od izhodis&a, &e je x € Ep;
@ miruje ali kroZi, e je x € E. lastni vektor z lastno vrednostjo z *RA = 0;

@ ima polinomsko obnaganje, &e je x € E. korenski vektor z RA = 0.



Stabilne in privlaéne negibne totke

Opazujmo sistem diferencialnih ena&b

x = F(x)

na neki domeni D C IR” in naj bo ¢¢(x) njen tok.

Negibna totka x° € D sistema (F(x°) = 0) je

@ stabilna, e za vsako okolico O C D totke x° obstaja manjsa okolica

Q

O’ C O totke x9, tako da je ¢+(x) € O za vsak x € O in t > 0.
privlagna, Ze obstaja okolica O totke x°, tako da za vsak x € O'int > 0
velja

$Pe(x) € O in lim ¢:(x) = x0.

t—+oo

globalno privlagna na D, &e velja totka (b) za O = D.

(globalno) odbojna, &e je (globalno) privlagna pri obratu &asa.




Stabilnost linearnega sistema

Iz prej povedanega ter definicij sledi naslednji izrek za linearni sistem

x=Ax naR".

o Ce imajo vse lastne vrednosti matrike A negativen realni del, potem
je izhodisée 0 € IR” globalno privlaéna negibna tocka.

o Ce vse lastne vrednosti A zadostajo A < 0 in ima centralni prostor
E. bazo lastnih vektorjev, potem je 0 € R" stabilna negibna toZka.

Izrek lahko dokaZemo tudi z uporabo metode Lyapunova. Oglejmo si
najprej primer, ko je A = diag(A1,...,A,). Tedaj je

AX-x = Ax? + Apx3 + -+ Apx2.

Ce so vse lastne vrednosti < 0, je zgornji izraz < 0 na R” in zato je vsaka
krogla B, = {|x| < r} kletka za tok; torej je izhodi¥¢e stabilna totka.



Negativne lastne vrednosti

Ceveljad; <0zai=1,...,n, se tok eksponentno priblizuje izhodistu.
Direktno to vidimo takole. Kvadrati¢no formo Ax - x lahko ocenimo navzgor:

Ax-x < —c|x|?> za nek ¢ > 0.
Fiksiramo zaletno totko x € R” in oznacimo
u(t) = [pe(x)]* = e"x 2.
Tedaj je
u(t) = 26e(x) - pe(x) = 2A¢e (x)- pe(x) < —2¢|gpe(x)[* = —2cu(t).
Z integracijo dobimo
[pe(x)|* = u(t) < e72u(0) = e7>|x|?
|pe(x)| < e”[x|.

Podobno analiziramo primer s parom konjugirano kompleksnih lastnih
vrednostji —a £ ib, a > 0 (ali vet takimi pari).



Primer z Jordanovo kletko

Ce matrika A ni diagonalizabilna, lahko dobimo analogno oceno kvadratine
forme Ax - x v neki drugi bazi (ekvivalentno, za neko konjugirano matriko).
Oglejmo si Jordanovo kletko J dimenzije k z lastno vrednostjo A. Velja torej

Jei1 = Ae;, Jer = Aer+ep, -, Je, = Aey+e,_q.

Ce izberemo u > 0 in uvedemo novo bazo korenskega podprostora

/ / / 2 / k—1
e} =e;, e,=}e, e3=pu‘es ..., e =/ ey,

dobimo v tej bazi posploSeno Jordanovo kletko J) ,, z lastno vrednostjo A ter
$tevilom p na prvi zgornji naddiagonali. Pri majhnem u je to majhna
perturbacija diagonalne matrike. Ce je A < 0, dobimo pri majhnem y oceno

Dpx-x < —c|x|?

za nek ¢ > 0. Odtod sledi enako kot prej, da se tok na tem korenskem
podprostoru eksponentno priblizuje izhodis¢u.

Ce ima centralni podprostor E. bazo lastnih vektorjev, velja Ax-x < 0 za vse
x € E¢, in posledi¢no za vse x € R". Torej je O stabilna negibna to¢ka.



Nelinearna perturbacija linearnega sistema

Oglejmo si sedaj nelinearen sistem

x =F(x) = Ax+f(x), lim-—>==0

Ce vse lastne vrednosti matrike A = dFg zado¥¢ajo RA < 0, je O privlatna
negibna to¢ka zgornjega sistema.

Dokaz Po spremembi baze v IR"” (oziroma konjugaciji matrike A) velja
Ax-x < —c|x|? za neko konstanto ¢ > 0. Naj bo x(t) = ¢¢(x) trajektorija z
zaketno totko x(0) = x° blizu izhodi¥a. Oglejmo si funkcijo u(t) = |x(t)|>.

a(t) = 2x(t) -x(t) = 2Ax(t) - x(t) + 2f(x(t))- x(t).
Ker je [f(x(t))| = o(|x(t)]), je [f(x(t))-x(t)| = o(|x(t)[?) in zato
i(t) < —2¢o|x()[> = —2cou(t)

za neko konstanto —c < —cp < 0. Kot prej sledi [x(t)| < e~ %*|x(0)|.



Izrek Hartman-Grobman

Pojavi se vpra%anje, kdaj je nelinearna perturbacija linearnega sistema
konjugirana linearnemu sistemu, v smislu da lahko enega prevedemo v drugega
z zamenjavo koordinat v okolici negibne to¢ke. Velja naslednji izrek.

Naj bo A matrika, katere lastne vrednosti imajo neniceln realni del. Naj bo

x = F(x) = Ax + f(x), lim M:0

x—0 |X|

majhna ¢! perturbacija linearnega sistema x = Ax in ozna&imo s ¢t njegov
tok. Tedaj obstaja homeomorfizem © v okolici 0 s ©(0) = 0, ki zado¥¢a

O(¢e(x)) = e O(x)

za majhne vrednosti || in za totke x blizu 0.

To pomeni, da © preslika tok nelinearnega polja F(x) v tok linearnega polja Ax
(to je linearizacija polja F v 0) v okolici negibne tot¢ke 0. Fazna portreta ima
torej enake topoloske karakteristike.



Linearizacija z difeomorfizmi

Izreka Hartman-Grobman ne bomo dokazali, ker je sorazmerno zahteven.
Seveda je e pomembnejSe vpraanje, kdaj je nelinearen sistem
x = F(x) = Ax + f(x)

v okolici negibne tocke konjugiran linearnemu sistemu; to je, kdaj obstaja
difeomorfizem © v okolici 0, ki zados¢a

dOx-F(x) = A-O(x).
Iz tega seveda sledi, da ©® preslika tok polja F v tok linearnega polja.

Znano je, da to velja za veliko vecino matrik, katerih lastne vrednosti imajo
nenicelne realne dele. lzjeme so matrike, pri katerih obstajajo dolo&ene
celostevilske relacije (t.i. resonance) med njihovimi lastnimi vrednostmi.

Ta teorija je precej zahtevna in je ne bomo podrobneje obravnavali.



Stabilna in nestabilna mnogoterost

Ponovno opazujmo sistem

f
x = F(x) = Ax+f(x), lim [Fix] =0
x—0 |X‘
Pojavi se vprasanje, kak$no strukturo imata mnoZici

Wo={x: lim ge(x) =0}, Wp=1{x: lim_¢e(x) =0}

Velja naslednji izrek.

lzrek

Denimo, da ima n X n matrika A = dFg natanko k lastnih vrednosti z
negativnim realnim delom ter n — k lastnih vrednosti s pozitivnim realnim
delom. Potem sta mnoZici Ws in W, v okolici izhodi¢a €1 podmnogoterosti
dimenzije k oziroma n — k.

Nata&neje, &e je R" = Es @ E,, razcep na stabilni in nestabilni podprostor
matrike A, potem je Ws v izhodi$¢u tangentna na Es, W, pa je v izhodis¢u
tangentna na E,.




Ws se imenuje stabilna mnogoterost, W, pa nestabilna mnogoterost tocke
0. Ce je negibna totka p, uporabljamo oznake Ws(p) in Wy(p).

Z izbiro koordinat lahko dosezemo, da je
Es=RKx {0}k, E,= {0} xRk

Tedaj je Ws graf neke ¢! preslikave g : RK — R" X v okolici 0 € R z

dgo = 0.

Analogno je W, graf neke € preslikave h: R" — R¥ v okolici 0 € RK"F z
dho = 0.

Ce je O topoloka ali difeomorfna konjugacija toka ¢+ polja F v tok etA
linearnega polja Ax, potem v neki okolici izhodis¢a velja

O(Ws) =E,  O(W,) = En.

Poanta izreka je v tem, da tudi e gladka konjugacija ne obstaja (ampak je © le
homeomorfizem, ki obstaja po izreku Hartman-Grobman), sta Ws in W), dobro
definirani €1 podmnogoterosti, ki sta v izhodi¥¢u tangentni na Es oz. E,.



Primer 1

Oglejmo si sistem
X=—x, y=y+x3 Flxy)=(-xy+x)

Otitno je (0,0) negibna totka (ni¢la vektorskega polja F) in njegova
linearizacija v (0,0) je

x=—-x, y=y, A=diag(-11).
Tok nelinearnega polja je
Pe(x,y) = (e_tx, ety +x2/3) — e_2tX2/3) ,

tok linearnega polja pa
Pe(x,y) = (e x, ely).

Linearizacijo i§¢emo z nastavkom

Ox,y) = (x,y+ cxz).



Stabilna in nestabilna mnogoterost v primeru 1

Konjugacijska enatba
dO(x,y)F(x,y) = A-O(x,y)
nam s preprostim ratunom da resitev
c=1/3, O(x,y)=(x,y +X2/3), ®7l(x,y) =(x,y — x2/3).

V tem primeru je
Es = R x {0}, E,={0} xR.
Stabilna in nestabilna mnogoterost totke (0,0) v sistemu x = F(x) sta
Ws = ®71(Es) ={(xy)
W, = O YE)={(xy):



Primer 2

Oglejmo si sistem
x=x(x—1), y=-y.
Linearizacija v (0,0) je

X = —Xx, y=-y, Es = R%.
Totka (0,0) je privla&na negibna totka.
Linearizacija v (1,0) je
x=x-1, y=-y,
Totka (1,0) je hiperboli¢na (sedelna) negibna totka.
Stabilne in nestabilne mnogoterosti obeh stacionarnih to¢k so

W;s(0,0) = {(x,y) e R?: x < 1}, W,(0,0) = {(0,0)},

Ws(1,0) = {(L1,y) : y € R}, Wi(1,0) = {(x,0): 0 < x < +oo}



Stabilnost ciklov

Cikel je sklenjena (periodina) orbita vektorskega polja.

Posploseni cikel sestoji iz konéno mnogo trajektorij, ki povezujejo pare
kriti¢nih togk (niel vektorskega polja) v ustreznih smereh in se sklenejo v cikel.

Cikel C je stabilen, &e za vsako njegovo okolico U obstaja manjSa okolica
C C U’ C U, tako da trajektorije z zatetkom v U’ ostanejo v U pri vseh t > 0.

Cikel C je asimptoti€no stabilen ali privlaéen, ¢e ima okolico U, tako da za
vsako tocko x € U velja

tﬂrroo dist(¢¢(x), C) = 0.

To pomeni, da se vse bliZznje trajektorije pribliZujejo ciklu C.

Analizo stabilnosti cikla lahko naredimo tako, da si ogledamo dinamiko
Poincaréjeve (povratne) preslikave; angl. Poincaré first return map.

Pri tem si lahko pomagamo z linearizacijo danega sistema diferencialnih ena&b
vzdolZ cikla.



Poincaréjeva povratna preslikava

Naj bo F vektorsko polje na domeni D C R". Naj bo C C D cikel polja F in
p € C poljubna to¢ka na njem. Oznatimo s T(p) > 0 periodo (obhodni &as)
cikla; ta je neodvisna od izbire to¢ke p € C.

Izberimo hiperravnino X C R", ki gre skozi p in ne vsebuje vektorja F(p);
pravimo, da je X transverzalna na C v tocki p. Naj bo U neka okolica totke p.
Po izreku o zveznosti reditev sistema obstaja manj%a okolica U’ totke p, tako
da za vsako totko x € £ N U’ trajektorija ¢ (x) seka = pri nekem prvem &asu
T(x), ki je blizu T(p), in velja

P(X) = qu(x) (X) exXnNu.

(Trajektorija lahko seka X tudi pri kasnejsih obhodih, seveda pa se lahko
stasoma oddalji od cikla in se ve& ne vrne.) Preslikava

P:ZNU —=XZNU, x = P(x)

se imenuje Poincaréjeva povratna preslikava. Funkciji x — T(x) ter
x — P(x) sta zvezni in tudi gladki, &e je vektorsko polje gladko.



Dinamika Poincaréjeve preslikave in stabilnost cikla

Za vsako naravno dtevilo k € IN oznatimo s P¥ k-ti iterat preslikave P:

k
—N—
Pk=PoPo---0P.

Ce je totka p € C na ciklu C stabilna negibna totka zaporedja iteratov
{P*} e (to je, za vsako okolico U totke p obstaja manjsa okolica

p € U C U, tako da za vsak x € N U’ velja P¥(x) € U za vse k € N),
potem je C stabilen cikel.

Ce je p privlatna negibna totka preslikave P (to je, za vse x € X blizu p velja
limg_seo PX(x) = p), potem je cikel C privlaten.

Izrek je intuitivno ofiten, saj je obhodni &as T (x) zvezna funkcija toZke in zato
se trajektorija med enim obhodom nima &asa bistveno oddaljiti od cikla C. V
primeru, da je p = limy_,o Pk(x) se trajektorija priblizuje limitnemu ciklu C.

Analiza je neodvisna od izbire to¢ke p € C in transverzale X.



Poincaréjeva preslikava pri ravninskih sistemih

Dinami&ni sistemi na domenah v ravnini IR? so posebej preprosti s stalista
teorije stabilnosti. Eden od pomembnih razlogov za to je dejstvo, da vsaka
Jordanova krivulja, torej homeomorfna slika kroZnice v ravnini, slednjo razdeli
na dve povezani komponento:

@ notranjo (omejeno), ki je difeomorfna disku, ter
@ zunanjo (neomejeno), ki je difeomorfna punktiranemu disku.

To je Jordan-Schoenfliesov izrek.

Z njegovo pomod&jo zlahka vidimo, da je Poincaréjeva povratna preslikava
monotona na obeh poltrakih X\ {p} = X UX_ transverzale.

Iterati Pk(x) se torej bodisi pribliZujejo p bodisi oddaljujejo od p, ne morejo pa
oscilirati ali preiti na drugo stran £_. Obna3anje je lahko razli¢no na poltrakih
Y4+ in X_: ena stran je lahko privla¢na in druga odbojna.

Za totko x € D C R" definiramo limitno mnoZico w+ (x) kot mnoZico vseh
stekalis¥ tokovnice ¢+(x) v D, ko gre t — +oo. Vprasanje je, kaj so lahko
limitne mnoZice. IzkaZe se, da v ravnini ni veliko moZnosti. Naslednji izrek se
dokaZe s pomodjo monotonosti Poincaréjeve povratne preslikave.



Izrek Poincaré-Bendixson in Lorenzov atraktor

Izrek (Poincaré-Bendixson)

V ravninskem dinami¢nem sistemu je vsaka limitna mnoZica w4 (x) enega od
naslednjih tipov:

@ negibna totka (nitla vektorskega polja),
@ cikel (periodi¢na orbita), ali

@ posploseni cikel.

Po drugi strani pa v sistemih na R” za n > 3 obstajajo zelo nenavadne limitne
mnoZice. Prvi znani tovrstni primer v literaturi je bil naslednji Lorenzov sistem
na IR3, ki izvira iz tudija vremenskih pojavov (glej npr. G. Teschl, Ordinary
Differential Equations and Dynamical Systems, 2012, razdelek 8.2).

x = —o(x—y)
y = mNX—y—xz
z = xy—bz (o,r,b>0).

Pri vrednostih r > 1 obstaja t.i. €uden atraktor A, sestavljen iz neskonéno
mnogo razvejanih ploskev, med katerimi prehajajo orbite na kaoti¢en na&in,
tako da je za vsak x € R3 limitna mnoZica w4 (x) = A.



