Poglavje 4

Parcialne diferencialne
enacbe 1. reda

4.1 Odvisnost funkcij

Definicija 4.1 Imejmo m funkcij @1, 92, ... ,%9m, ki so definirane in zvezno od-
vedljive na obmocju

Q Cc R

Pravimo, da so te funkcije v Q odvisne, ée eksistira netrivialna zvezno odvedljiva
funkeyja F : R™ — R, taka, da je za x € Q

Flei(z),pa(x), ..., om(x)] = 0. (4.1)

Primer 4.1 Funkcije @1, @2 in ¢3,

<lol(xay) = l'2+y2,
pa(z,y) = zy,
e3(z,y) = x4y
so v R? odvisne, ker je
A
Izrek 4.1 Funkcije o1, ®2,...,Pm so v § odvisne natanko takrat, ko je rang Ja-
cobijeve matrike
|:6<Pk :l k=m,j=n
Oz; k=j=1

v  manj§i od m.
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Dokaz. Naj bodo funkcije 1, 3, ..., ¢m odvisne v Q@ C R™ in

F [S"l(w)a902(w); L ;@m(w)] =0
za ¢ € Q. Tedaj je

m

¥ 9 (*"18’ Pm) 89‘;’“(?) =0, j=12,...,n (4.2)
k=1 Pk Lj

Ker je F # 0, je vsaj en odvod ﬂ%—ﬁ’—“’"—‘l razlicen od ni¢, sistem (4.2) za odvode

OF(p1,...,om

Fr ima netrivialno resitev, rang Jacobijeve matrike mora biti manjsi od

m.
Obratno, ¢e je rang Jacobijeve matrike enak r, 0 < r < m, po potrebi preure-
dimo odvisne in neodvisne spremenljivke tako, da bo

6(301?“' ySDr)
6(131) e 3 3177‘) ?é O, (43)

vse veCje poddeterminante pa so enake nic. Zaradi (4.3) lahko po eksistenénem
izreku za implicitne funkcije iz enacb

Y = Sok(xlw")277'71:7‘-{—13"'1‘1:71)’ k:1,2,...,’l°
1zracunamo
£ = YW Uy Trgtye s ®a), F=1,2,...,7

in to vstavimo v ¢r4p, p > 0:

Sor+p($l;$27<-~a$n) == S0T+p[¢1(y17"'5y7‘;$r+1:-"7zn)a"'a
wr (ylw" yYrs Trgly - - 1$n)awr+1;~~' ixn] =
= 11Z)7‘+p(y1a"'1yraz7'+lv"'1$n)'

Pokazimo, da so funkcije .4, neodvisne od spremenljivk .44, ¢ > 0! Deter-
minanto

6(@17"'1@“307“1'17) = 0
8(171, vy Ty J3r+q)
razvijemo v obliko
o¢1 d¢r Z" OYrqp Bp;
CE LA j=1 9dy; 9z,
: : ) = 0.
3591 afr Zr a"7/))"+p aWJ
or, oz, 7j=1 . dy; Oz,
By doy, Z’f O%rip 8v; + OYr4p
0Ty gq 0T r4q j=1 8y; 0%,rqq 9T rqq
Od zadnjega stolpca od§tejemo stolpce j, j = 1,...,r, pomnoZene z
8¢r+p

Oy;
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in rezultat razvijemo po zadnjem stolpcu, da dobimo

8(901; e ,807-) 81/)r+p

= 0.
2155 58] OBrig
Ker prvi faktor ni nié, je
0
Prte = 9, pg>0,
aﬂ?r+q
torej so funkcije ¥4, odvisne le od y1,...,yr. |

4.2 Parcialne diferencialne enacbe

Kadar imamo diferencialno enacbo za iskano funkcijo vecih spremenljivk, tedaj v

enacbi nastopajo parcialni odvodi. Tako enacbo imenujemo parcialna diferencialna

enacba (PDE). Kot obi¢ajno, red najvigjega odvoda imenujemo red PDE.
Sploéna PDE prvega reda za funkcijo u treh spremenljivk, z, y in z, ima obliko

Ou(z,y,2) Ou(x,y,z) Ou(x,y,z)] 0
8r gy Oz -

F [xi y’ Z? u(x)y) z)’

Sploéna PDE drugega reda za funkcijo u dveh spremenljivk, z in y, ima obliko

ou(z,y) Ou(z,y) 0%u(z,y) O%u(z,y) (92u(:c,y)] — 0
dz ' Oy = 0xz2 ' Oxby = Oy? -

F [m,y,U(x,y),

Do navadne diferencialne enacbe (NDE) lahko pridemo tako, da iz enacbe za

druzino funkcij eliminiramo poljubne elemente — konstante. Podobno lahko tece
pot pri PDE.

Primer 4.2 Pois¢imo PDE, ki ji zadoscajo enacbe vseh sfer v (z,y, z) prostoru in
ki imajo sredisce na osi z:

$2+y2+(z_a)2 = 7?2 a=const, r= const.

Ce to enacbo razresimo na z, z = u(z, y), sledi

x+[u(m,y)—a]8u(;;’y) = 0,
y+[u(x,y>—a]3“g;’y> _ 0

in od tod

Juy)  Bulzy) _ o (4.4)
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Primer 4.3 Pois¢imo PDE, ki ji zadoi¢ajo enacbe vseh stozcev v (z, y, z) prostoru,
ki se jim rotacijska os ujema z osjo z:

2?4y = az(z - b)z, a = const, b = const.

Ce to enacbo razresimo na z, z = u(z, y), sledi

e = @lufey) -0,
v = dluley) -y 20

in od tod

torej spet enacba (4.4).
A
Resitve enacbe (4.4) so, med drugim, enacbe vseh sfer s sredis¢em na osi z, in
vseh stozcev z osjo z. Kaj imajo skupnega? Oboji so rotacijske ploskve. Splosna
rotacijska ploskev, ki ima os z za simetrijsko os, ima enacbo

z=u(z,y) = w(e®+y?),

kjer je w : R — R poljubna (gladka) funkeija. Sledi

Ju(z,y)

e = (@),

du(z, y) _ 1.2 2
5y = 2yw (az —|—y)

in

y@u(ae,y) 3 JE@u(z,y)
Oz Oy
torej spet ista PDE (4.4). Njena resitev je torej enacba vseh rotacijskih ploskev, ki
imajo os z za rotacijsko os.
To nam d& misliti, da tudi resitve PDE vsebujejo poljubne elemente, le da to
niso konstante ampak funkcije.
Domnevo podprimo $e z nekaj primeri!

=0.

Primer 4.4 Naj bo w : R — R poljubna gladka funkcija. Potem sledi

u(z,y) = w(zy),

Mo gl (ay),

ou(z,y) ,
By - (zy),

xau(z, Y) B yé)u(z, Y)
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Primer 4.5 Vzemimo splosno enoparametriéno druZino ravnin
z=u(z,y) = ar+w(a)y+v(a),

kjer sta w in v poljubni gladki funkciji in a poljubna kostanta. Ogrinjaéo take
druzine ravnin imenujemo razvojna ploskev.
Ogrinjaco druzine
F(z,y,z,a) = 0

dobimo, kot vemo, tako, da iz te enacbe in iz enacbe

OF(z,y,z,a)
Oa

eliminiramo «. V nasem primeru je treba « eliminirati iz enacb

= 0

z=u(z,y) = az+w(a)y+v(a), (4.5)
0 = z+uw'(a)y+v (). (4.6)

Ce od tu eliminiramo «, dobimo enaébo razvojne ploskve, ki vsebuje funkciji w in
v na zelo zamotan nagin.

Namesto tega najprej eleminirajmo funkcijo v tako, da enacbo (4.5) odvajamo
na z in na y

ou(z,y)

Oz = o
du(e,y)

o9 = w(a).

Iz teh dveh enacb eliminirajmo «

Ouless) _ -, [Oulen)).

Oy

Oz

Z dodatnim odvajanjem eliminiramo Se funkcijo w

Puy) _ [auw,y)] O ulz,y)

Oz 0y Oz 0z?
Pule,y) o [311(1‘,3/)] 0u(z, y)
Hy? - Oz Ordy ’
ali
Ou(z,y) O%u(z,y)  [0%u(z,y) 2
Ox? Jy? N Ox0y

Tej enacbi zadoScajo vse razvojne ploskve.
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A

Primer 4.6 Funkcija u : R™ — R se imenuje homogena funkcija stopnje «, ¢e za
vsak ¢t € R velja

u(tey,teg, ... tey) = t%u (21,22, .. ,25) .
Izberimo t = % in dobimo

1 T2 Tn-1 o L1 Z2 Tn-1 _
wl|—,—,..., = u|l—— ..., 1) =
Ty Xy Ty Ty Tn Ty

= z;%(z1,22,...,2n).

Homogene funkcije n spremenljivk se torej izrazjo s poljubno (gladko) funkcijo n—1

kvocientov z1/n, 2/®pn, ... Tn_1/Tn.
Imejmo torej druzino
o [T @ Tn_1
u(zy,&2,...,8,) = zow|—,—, ..., ;

kjer je a parameter in w : R*~! — R poljubna gladka funkcija. Eliminirajmo jo!
Oznagimo

Lk
e = —, k=1,2,...,n—1
Ln
in sledi
Ou(Biyns 38n) 00 B0 8m-1) 1 k=1 1
— e = .’L’n — — 7"'}n— bl
alfk 6Zk Lp
n—1
QU (Brynes y8n) o1 Jw ( zl,... zn_l) Ty
———— = azi w(z,...,2m-1) — T —- =
Oy, — B2
n—
_ - a:k Ou(zy,...,zpn)
= oaz; w(z,...,2n-1) T e
k=1 """ k
ali
ou(z1,...,2n)
E op————————= = au (T1,... , &) . (4.7
8l‘k

Enacbo (4.7) imenujemo Eulerjev homogenitetni pogoj.

V vseh primerih je druzina z n poljubnimi gladkimi funkcijami m — 1 spre-
menljivk privedla do PDE reda n za funkcijo m spremenljivk. Domnevamo, da
velja tudi obratno:

Domneva 4.1 PDE reda n v m spremenljivkah ima za splodno resitev funkcijo, ki
vsebuje n poljubnih gladkih funkciy m — 1 spremenljivk.
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Primer 4.7 Navadno diferencialno enac¢bo reda n

F [w,y(x),y'(w), oy ()

i
o

lahko tolmacéimo kot PDE za m = 1 spremenljivko. Vemo, da ima taka enacba
splosno resitev, ki je odvisna od n poljubnih konstant, to je od n poljubnih funkcij
m — 1 = 0 spremenljivk.

A

Primer 4.8

du(z,y)
= 0.
Oz
Ocitna resitev je
u(z,y) = w(y), w poljubna gladka funkcija.

A

Primer 4.9

8“(:'3; Y, z) 0
Oz o
Ocitna resitev je
u(z,y,2) = w(y,z), w poljubna gladka funkcija.

A

Primer 4.10

?u(z,y) 0
Oxzdy
Sledi
au(aa?, v _ wo(z), wo poljubna gladka funkcija.
T
Dalje sledi
weg) = [unle)da o),
ali
u(z,y) = w(z)+v(y), w,v poljubnigladkifunkciji.
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Primer 4.11

du(z,y) Ou(z,y)
= . 4.8
Oz dy (48)
Uvedemo novi neodvisni spremenljivki
e+y = ¢
r—y = 1,
uw(x,y) = v n).
Sledi
Ou(e,y) _  0v(&n) n dv(€, n)
Oz ¢ on
Ou(z,y) _ Ov(&n) v n)
Ay o€ on
Torej enacba (4.8) preide v enacbo
9v(€, )
2—==+ = 0
on
in od tod
u(z,y) = v(€n) =w()=w(x+y), wpoljubna gladka funkcija.
A
Primer 4.12 Naj bo g dana funkcija in u iskana funkcija v enacbi
Og(z,y) u(z,y) Og(e,y) Oux,y) _
Oz Oy dy ~ Oz ’
ali
0lg,w) _
d(z,y)
Po izreku 4.1 sta funkciji g in u odvisni, torej je
u(z,y) = wlg(z,y)],
kjer je w : R — R poljubna gladka funkcija.
A
4.2.1 Homogena linearna PDE prvega reda
Dane naj bodo primerne funkcije fi, fa,..., fn : R — R, ali na kratko, vektorsko
polje * — f(x). Homogeno linearno PDE prvega reda
0 N o I Ou(zy,...,zn
fl(xl""’ﬁn)—u(xla—xlx—)"*""'f‘fn(l’l,--- ,ﬂn)—%;‘—) = 0
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za funkcijo u lahko zapiSemo tudi v obliki
f(x) - gradu(e) = 0. (4.9)
Ce je funkcija u resitev enacbe (4.9) in ¢e vzamemo ploskev z enacbo
u(x) = const, (4.10)

ima normala na ploskev smer grad u(z), enacba (4.9) pa pove, da je normala na
ploskev (4.10) pravokotna na polje f, kar pomeni, da se ploskev (4.10) v vsaki tocki
dotika polja f.

Pois¢imo tirnice, (tudi trajektorije), vektorskega polja f, to je, krivulje, ki se v
vsaki tocki dotikajo polja f. Ce je

@ (t) = fla(d)]. (4.11)

Enacbal (4.11), napisana po komponentah, se glasi

dxl(t) _

dt - fl [xl(t),,..,l'n(t)],
dmn(t): B

o = Il  @n(t)] -

To je avtonomen sistem NDE, ki ga lahko napiSemo brez parametra

d.l‘l _ d.’L‘Q _ . dz’n

TR T R

Ce izberemo, na primer, z, za neodvisno spremenljivko, dobimo sistem n — 1
navadnih diferencialnih ena¢b
dzy (-I:n) _ fx (‘I:l; cee :I‘n)

dz,, Fo(ze, . zn)’

(4.12)

k=1,2,...,n—1. (4.13)

Izrek 4.2 Naj bo vektorsko polje f gladko in ne enako nié. Avtonomni sistem
(4.11) ima tedaj n — 1 neodvisnih integralov 1, pa, ..., Pn_1.

Dokaz. Po pogojih izreka obstaja tocka g, da je v neki njeni okolici f(x) # 0. Po
potrebi premesamo komponente, da bo v tej okolici f, () # 0. Po eksistenénem
izreku za sistem navadnih diferencialnih enach, glej [24], ima potem sistem (4.13)
pri zacetnih pogojih

Tk (JJ%O)) ::L‘,(co), k=12,...,n—1

1V resnici bi morali pisati, da je vektor & sorazmeren vektorju f, vendar se sorazmernostne
konstante lahko znebimo s primerno izbiro parametra t.
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natanko eno resitev

2% = gk (xn,xgok._.,xgozl), k=1,2,...,n—1 (4.14)
v okolici totke 2. Sistem (4.14) sedaj razresimo na x(le), x(zo), - 1‘510_)1. To gre,
Ce je
O (G s e 5 y P
J(l’n) = (glﬂ ’gn 1)

O, 0 )
(0)

v okolici tocke x5 . To pa zagotovo drzi, saj je resitev (4.14) zvezno odvisna od
zaCetnih pogojev in je

Iz enacb (4.14) torej dobimo
29 = op (21,29,...,25), k=12,...,n—1 (4.15)

Avtonomni sistem (4.11) ima tako zagotovo n—1 integralov ¢, k =1,2,... ,n—1.
Ti integrali so neodvisni. Ce bi bili odvisni, bi za neko netrivialno funkcijo F veljalo

0 0
Fles(®), . ypnms(@)] = F (2, ,20,) =0,
to pa zagotovo ni res, saj je tocka xq poljubna. |

Definicija 4.2 Sistem (4.11) imenujemo karakteristiéni sistem enacbe (4.9), tir-
nice pa imenujemo karakteristike.

Izrek 4.3 Skalarno polje u : R™ = R je integral sistema (4.11)
z(t) = flz(t)]

natanko takrat, ko resi enacbo (4.9).

Dokaz. Naj bo u poljuben integral sistema (4.11). Na njem velja

d
0 = Et—u[m(t)]:

= gradu(e) z(t) =
= gradu(z) f(z)

in vidimo, da vsak integral sistema (4.11) resi enacbo (4.9).
Obratno, ¢e funkcija u resi enacbo (4.9), je

d .
Eu[m(t)] = gradu(z) - z(t) =

= gradu(e) - f(z)=0

in je u integral sistema (4.11). |
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Izrek 4.4 Funkcija u je resitev enacbe (4.9) natanko takrat, ko je

u=w(p1,...,Pn-1), (4.16)
kjer so @1, 2, ..., Pn—1 neodvisni integrali karakteristiénega sistema (4.11).
Dokaz. Naj bo w : R®™! — IR poljubna gladka funkcija in ¢1, ... , ¢n_1 neodvisni

integrali sistema (4.11). Tedaj je tudi ¢

ple) = wilpi(@), ..., pn-1(2)]

integral sistema (4.11), saj na tiru velja

d _ n_law(gol,...,gon_l)d _
el = 3 et fo =0

Ceso 1, @2, . .., pn—1 neodvisni integrali karakteristiénega sistema, je po ravnokar
dokazanem funkcija u v enac¢bi (4.16) tudi, po izreku 4.3 pa potem funkcija u resi
enacbo (4.9). Obratno, ¢e je funkcija u resitev enacbe (4.9), tedaj je tudi integral
karakteristi¢nega sistema po izreku 4.3 in imamo n integralov
P1,P2, -y Pn—1, U.

Zanje velja

f-gradey = 0, k=1,2,...,n—1,

f-gradu = 0.

To je homogen sistem linearnih (algebrai¢nih) enacb za netrivialen vektor f, zato
mora biti

A(e1y .y Pn_1,u) ~ 0
0(z1,...,20) ’
Po izreku 4.1 so potem funkcije ¢1, @2, ..., n—1, u odvisne, in ker so funkcije ¢,
©2, .. Pn—1 neodvisne, velja (4.16). 2]
Primer 4.13 Enacba _
zu(2,y) —yuy(e,y) = 0. (4.17)

Karakteristi¢ni sistem je

e(t) = (1),

y(t) = —y(1),
od koder sledi
z(t)y(t) +z()y(t) = 0,
@y = 0,
z(t)y(t) = const.

Resitev enacbe (4.17) je

u(z,y) = w(zy), w poljubna gladka funkcija.
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A
Primer 4.14 Enacba
yug(z,y) —zuy(z,y) = 0. (4.18)
Karakteristi¢ni sistem je
#(t) = (),
y(t) = —=2(1),
od koder sledi
z()&(t) +y(t)y(t) = 0,
z(t) +y2(t) = const.
Resitev enacbe (4.18) je
u(z,y) = w(z?+y?), w poljubna gladka funkcija.
A
Primer 4.15 Naj bo
- gradu(z) = 0, (4.19)
2
T = y |-
z
Karakteristi¢ni sistem je ™
z(t) = x(t)
in resitev
x(t) = Cet,
od koder sledi
z(t)
m = const,
%;— = const.
z
Resitev enacbe (4.19) je
Ty . ..
u(z,y) = w (—, —) ,  w poljubna gladka funkcija.
2"z
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Primer 4.16 Naj bo
[a,x, gradu(x)] = 0, a = const. (4.20)
Karakteristi¢ni sistem je
z(t) = axwmxt),

kjer je (a,b,c) = (a x b) - ¢ mesani produkt vektorjev a, b in ¢, od koder sledi

x(t)-zlt) = 0,
a-x(t) = 0,
ali
|z(t)|* = const,
a-xz(t) = const.
Resitev enacbe (4.20) je
u(z,y) = w(|z|*,a-z), w poljubna gladka funkcija.

4.2.2 Kvazilinearna enacba prvega reda

Kuvazilinearna enacba je enadba, ki je linearna v najvi§jih odvodih, ne pa nujno v
nizjih odvodih. Kvazilinearna enacba prvega reda za funkcijo

Tp+1 = u (1, T2, ldots, zy)

ima torej obliko

N Ou(zy,...,zy
ka (€1,...  Tnt1) Btk (Fiquns 4 B = fatr1(®1,-- . 2ng1) . (421)
k=1 8mk
Denimo, da imamo resitev enacbe (4.21) v implicitni obliki
0 e
v(21,...,2n41) =0, v(xl’au — # 0. (4.22)

7 odvajanjem dobimo

v (z1,...,Tnt1) . Ov(zy,. .., To41) Ou(ey, ..., 2n)
Oz, 6$n+1 Oxy

= 0, k=1,2,...,n.

Ce sedaj enacbo (4.21) pomnozimo z _ @1 ®at1)  dohimo

0T ny1

2. v (z Tpi1)
> fe(@i o, Tng) D e = (4.23)
k=1 6-’[3};;
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To je homogena linearna enaéba za funkcijo v : Rt - R,
Obratno, e je v reditev enacbe (4.23), odvisna od z,41, lahko iz enacbe
v(z1,...,Znt1) =0 (4.24)
izracunamo
i =W (81,00 ,20) - (4.25)

Hitro se lahko prepricamo, da funkcija u iz enacbe (4.25) resi enacbo (4.21).
V nadaljevanju bomo uporabljali oznake

P = Ug,

g = Uy,
kjer je implicitno privzeto, da je u : R? = R.
Primer 4.17 Enachi
’p+y’y = (e+y)z

za funkcijo z = u(z, y) pripada karakteristi¢ni sistem

B(t) = 2*(),

y(t) = (),

(1) = [o) +uB)=0).

Sledi

i) _ 9t _

z2(t) (1) ’
L——}—— = const
z(t)  yt) ’
e1(z,y,2) = %—i

z(t)
z(t
)~y _ ) _
z(t) — y(t) z(t) ’
Z(t) = const
z(t) — y(t) ’
302($a Y z) = J
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Resitev v implicitni obliki je
v (l - l, = ) = 0,
r Yy r-y
ali
1 1
z=u(z,y) = (z-yw (;—5) ,

kjer je w poljubna gladka funkcija.

A

Primer 4.18 Enacbi

2

v -z

z(zp —yq)

za funkcijo z = u(z, y) pripada karakteristicni sistem

#1) = =(0)e(),
y(@) = —z()y(),
) = y(t) -2
Sledi
20 9 _
W0y T
z(t)y(t) = const,
SOI(J:a Y Z) = Ty
e(t) +y(t) = 2()=()-y(@)],
[2() + y(O] [£(t) + 9(1)] = =2(t) [*(t) = ()],
[(t) +y@O][E(0) +u()] = —2()z(),
[e(t) +y(t)]* + 2%(t) = const,
pa(z,y,2) = (z+y)*+22
Resitev v implicitni obliki je
v [my, (z+y)2+z2] = 0,

all

2= u(z,y) = Vuw(ey) - (z +y)?,

kjer w poljubna gladka funkcija.
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Primer 4.19 (Ortogonalne ploskve.) Imejmo enoparametri¢no druzino plos-

kev
f(x,y, z) = const.

Poiscimo ploskve, ki pravokotno sekajo ploskve druzine (4.26).

(4.26)

Naj bo enacba iskanih ploskev z = u(z, y). Normali na obe druZini morati biti

pravokotni druga na drugo:

LH@ys) | 0@y @)

Oz Oy 0z

To je kvazilinerna enacba prvega reda.
Za vzorec druzine (4.26) vzemimo druzino
z(z +y)

———— = const.

3z+1

Enacba (4.27) se glasi
z z 3z+1-3z

P Lk vt B A i s
ali
_ &ty
P = 3241
Karakteristiéni sistem je
z(t) = z(t),
y(t) = =),
oy o~ 2 +y)
2id} 32(1) + 1
Sledi
z(t) —yt) = 0,
z(t) —y(t) = -const,
801(1‘, Y, Z) = r—y
in
e()2(t) +y(t)y(t) = 2() () +y(@)],
e()2(t) +y(t)y(t) = 2(t)Ba(t) + 1] 2(1),
2?(t) +y2(t) — 223(t) — 2%(t) = const,
pa(e,y,2) = et 4y -2 -2
Splosna resitev v implicitni obliki je
22+ -2 -2 = w(x-y),

kjer je w poljubna gladka funkcija.

(4.27)
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4.3 Cauchyjeva naloga

Cauchyjeva naloga sprauje po tisti reSitvi parcialne diferencialne enacbe, ki gre
skozi dano krivuljo. Podrobneje si oglejmo tridimenzionalni primer. Iséemo tako
refitev z = u(z, y) kvazilinearne enacbe prvega reda, ki poteka skozi krivuljo

F(z,y,z) = 0, (4.28)
G(z,y,z) = 0. (4.29)

Vemo, da dobimo splosno resitev iz enacbe

w(p,¥) =0, (4.30)

kjer je w poljubna gladka funkcija, ¢ in ¢ pa dva neodvisna integrala karakteri-
sti¢nega sistema

o = p(2,y,2), (4.31)
v = P(z,y,2). (4.32)
Sklepamo takole. Koli¢ine z, y, z, ¢ in ¥ so povsod povezane z enacbama (4.31)

in (4.32), na zacetni krivulji pa Se z enacbama (4.28) in (4.29). Iz teh stirih enacb
eliminiramo z, y in z pa nam ostane zveza med ¢ in ¢. To je iskana funkcija w.

3
3

Primer 4.20 Poisc¢imo enacbo ploskve, ki seka ploskve z enacbo

Z;ﬁ—iij) = const
pravokotno, in gre skozi kroznico
l’2 4 y2 — 1’
z = 1.

Neodvisna integrala smo nasli v primeru 4.19 na strani 152.

p(zayuz) = Y
W(z,y,2) = z?4+y®—227-22

Eliminacija nam da

torej je resitev v implicitni obliki

ey =20 = F 42 = 0
A

Primer 4.21 (Model telefonske centrale.) Napravimo naslednje predpostav-
ke o modelu telefonske centrale.
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(i) V casu (¢,t + dt) se pojavi nov pogovor z verjetnostjo Adt + o(dt).

(i) Pogovor na zasedeni linijise v ¢asu (¢,t+4t) konca z verjetnostjo nudt+o(dt),
e je zasedenih n linij.

(iii) Verjetnost za dva taka dogodka v casu (t,t + dt) je o(dt).

Naj bo P, (t) verjetnost, da je ob ¢asu t zasedenih n linij. Prin > 1 velja

Po(t+6t) = A6tPa_1(t) + p(n + 1)6tPay1(t) + (1 — At — undt) P, (t) + o(dt),
ali
Pt +6t) — Po(t ot
ErS PO = \pocat) + s+ 1) Prsa (1) — ) Pa) + 200,
Pri n = 0 na isti na¢in dobimo
Py(t +dt) — Po(t) o(d?)
50 = =APy(t) + pPi(t) + 5

V limiti §t — 0 sledi

dP, (%)

—5 = APa-a() = (At pn) Pa(t) + p(n + 1)Poyi(t), n>0, (4.33)

P_.l(t) = 0.

Sistem diferencialnih enacb (4.33) bomo resili z uporabo rodovne funkcije. Naj bo

u(t,z) = D Pat)2".
n=0

Enacbe (4.33) pomnozimo z 2" in jih sestejemo. Dobimo

% N Pt)2" = A Paa(®)e" =AY Pa(t)e” -
n=1 n=0

— pY_nP)F" +p Y (n+1)Pasa(t)2”,
n=0

n=0

¥l
NIE
=
X
I

Az i P,(t)z" = A i P, (t)z" —
n=0 n=0

n=0
- ,uziip (t)z”+,u—a—§:P (t)z"
0z — " 0z~ " ’
Ou(t,z) Ju(t, z) du(t, z)
5 = Azu(t,z) — Au(t, z) — pz Ep + p Ey
ali
du(t, z) du(t, z)

= +’u(z—1)—8z— = Az = 1u(t, 2).
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Ker se nasi neodvisni spremenljivki imenujeta ¢ in z, bomo parameter karakter-
isti¢nega sistema imenovali 7. Karakteristi¢ni sistem se potem glasi

% = 1, (4.34)
0 -1, (4.35)
dl;(:) = Ale(r) = u(r). (4.36)

Z deljenjem enacb (4.35) in (4.34) dobimo
dz

= pdt
- —1 nat,
log(z—1) = logCy + ut,
z—1 = Cyet,
(z=1e " = (i,
p(t,z,u) = (2—1)e M,
z deljenjem enach (4.36) in (4.34) pa
u
= ACpett dt,
A
logu = ;Cle’“ + log Cy =

= é(z —1) + log Cs,
H
v = Coexp 2= 1),
Y(t,z,u) = wuexp [—%(z - 1)]
in od tod
ult,z) = exp [%(z - 1)]10 [(z = 1)e=#t],

kjer je w poljubna gladka funkcija.
Denimo, da imamo ob ¢asu t = 0 zasedenih m linij:

no = {§ im

Zato velja
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Iz enacb
g = (g=1) ¥,
A
i = uexp[——(z—n},
i
= 0
u = 2™

P = Z—].,

Il
™
3
[e]
»
=
|
|>
AY)
Nt
(l

i
—
_+_
6.
3
D
»
T =
//'I\
N—

ter

in konéno
ult,z) = [L+(2=1)e #]" exp [%(z -1)(1- e‘”t)}.

Izra¢unajmo povprecno stevilo pogovorov ob ¢asu t!

E(t) = > nPy(t)=

4.4 Cauchyjev pristop

Cauchy je reseval nalogo, ki nosi po njem ime, drugace. Njegova pot ima to pred-
nost, da mece lu¢ na resljivost te naloge.

Izrek 4.5 Vsaka resitev kvazilinearne PDE (4.21) je sestavljena iz karakteristik.
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Dokaz. Denimo, da ima karakteristika, reSitev karakteristi¢nega sistema,

z, = zk(t), k=1,2,...,n

eno tocko skupno z resitvijo
u = v(e1,...,&n)
in si oglejmo funkcijo g
gt) = vlei(t),...,zn(t)] — u(?).

Ker je funkcija v resitev enacbe (4.21), velja
1 (¢ = —' — U=
g9(t) Z . Tp —uU=

v
= —fk - f = O)
k=1 al'k e
torej je g(t) = const. Tam, kjer karakteristika prebode resitev, je g(t) = 0, torej
je g(t) = 0 in karakteristika lezi vsa na ploskvi. Izrek je dokazan, ker lahko skozi
vsako tocko re§itve potegnemo karakteristiko. i
Vzemimo enacbo

Pp+Qq=R, (4.37)

kjer so P, @ in R dane funkcije spremenljivk z, y in u. ReSitev naj poteka skozi
krivuljo, podano z ena¢bami

z = &(s),
y = n(s), (4.38)
u = ((s).

Skozi vsako tocko krivulje (4.38) potegnemo karakteristiko, to je, enacbe (4.38)
vzamemo za zacetne pogoje karakteristiCnega sistema

£ = P,
y = @, (4.39)
« = R.
Dobimo
z = z(ts),
y = ults) (4.40)
u = u(t,s).

To je parametricna izrazava neke ploskve. Enacbo te ploskve dobimo v eksplicitni
obliki, ¢e lahko iz prvih dveh enacb (4.40) izrazimo

t = t(z,vy),
s = s(y) (4.41)
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in to vstavimo v tretjo enacbo (4.40).
Izrazava (4.41) se zagotovo posredi, ce je

Oy _ Oy _ .0z

at,s)  “@8s Yos
Oy Oz
= P—=-Q—#0.
Os @ Os #
Ta pogoj mora biti izpolnjen tudi na zaéetni krivulji (4.38)
dn d¢
A:=P——-Q—=—=#0. 4.42
o 957 (4.42)
Ce je vzdoli zacetne krivulje (4.38) pogoj (4.42) izpolnjen, je Cauchyjeva naloga

enoli¢no re§ljiva.
Denimo, da je vzdolZ zacetne krivulje A = 0. Tedaj je

dg

i AP,

dn _

7. = AQ.
Ce je se

d¢

—= = A

ds 4

je zaletna krivulja Ze kar karakteristika. V takem primeru si izberemo poljubno
krivuljo, ki ni karakteristika, a seka dano krivuljo, in pois¢emo resitev, ki poteka
skozi novo krivuljo. Ta resitev poteka tudi skozi prvotno krivuljo, saj poteka skozi
eno njeno tocko, (presecisce), krivulja pa je karakteristika. Tako smo dokazali

Izrek 4.6 Ce je vzdol zacetne krivulje A # 0, je Cauchyjeva naloga enolicno
resljiva. Ce je vzdolz zaéetne krivulje A = 0, naloga nima resitve, ali pa je resitev
brez Stevila. (Ce je A = 0 v posameznih tocékah, so tezave z zveznostjo).

Mimogrede smo ugotovili, da se vzdolz karakteristike razlicne resitve sekajo.

Izrek 4.7 Krivulja, vzdolZ katere se dve resitvi kvazilinearne parcialne diferen-
ctalne enacbe sekata, je karakteristika.

Dokaz. Tu je dokaz za tri dimenzije. Enacba Pp + Q¢ = R pove, da je normala
na resitev,

pravokotna na polje

|
fl
O v
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Tam, kjer se dve resitvi sekata, sta obe pravokotni na polje F, zato je polje F
usmerjeno vzdolZ tangente na presecno krivuljo, ki zato zados¢a enacbi

zx = F.
To pa je ravno karakteristi¢ni sistem in presecna krivulja je karakteristika. L]
Primer 4.22 Enacbi
put+q = 1
pripada karakteristiéni sistem
B =
y = 1
u = 1
z resitvijo
y = Y+t
U = ug-+ t,
1,
A xo+u0t+§t ;
ali
Lo
z(t,s) = &(s)+C(s)t+ it ,
y(t,s) = n(s) +t,

in je

Oglejmo si §tiri primere.

K

5(3) = S
n(s) = 1,
¢(s) = 0

Sledi
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in
1
— 2
T s+ 5t
y = 144,
U 2
Ce eliminiramo s in ¢, dobimo
u = y-—1
(ii)
L,y
6(8) - 55 )
77(3) = 5
((s) = s
Sledi
A(s) = 0
in zacetna krivulja je karakteristika:
1 1 1
r = -2—52 + st + §t2 = 5(3 +1)2,
y = s+t
u = s+1.

u = wlr
y 9 Yy ’

kjer je w poljubna gladka funkcija, ki zados¢a pogoju

w(0) = 0
(i)

E(S) = 11

n(s) = s,

¢s) = 0

Sledi
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in zaéetna krivulja ni karakteristika:

1
= 14 =t?
z + 5t
y = s+t
u = t.

Ce eliminiramo s in ¢, dobimo

u = £/2(x-1).
du

To ni dobra resitev, ker 52 v oklici zacetne krivulje ni omejen.

(iv)

€)= 3
n(s) = 2s,
C(s) = s
Sledi
A(s) = s.

V tocki s = 0 je A = 0, zato pricakujemo tezave z zveznostjo. Sledi

1 1 1
o= §Sz+8t+—2—t2:-2—(8+t)2,
y = 2s+41t,
u = s+t

Ce eliminiramo s in ¢, dobimo
u = =£V2e.

To ni dobra resitev, ker so odvodi v okolici ravnine z = 0 spet neomejeni.

A
4.5 Splosna PDE prvega reda
Naj bo F : R® — R primerna gladka funkcija. Obravnavamo enaébo
F(z,y,2,p,9) =0, (4.43)

ki naj ima resitev z = u(z, y), kjer je

_ Ou
P = oz

_ Ou
q - ay .
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Za lajje pisanje se dogovorimo za oznake, kjer velika érka pomeni odvod funkcije
F po ustrezni mali ¢rki

oF
X_c?_x’
oF
Q= G-

Ce naj bo (4.43) res PDE, mora biti P? + Q2 # 0.
Izberimo si neko tocko

p = p(}),
0 = o (4.44)

n(A) = | o (4.45)

in enoparametri¢no druzino tangentnih ravnin
(&—z) -n(A) =0, (4.46)
kjer so

£
¢

tekoce koordinate v tangentni ravnini.

V vsaki toc¢ki @ imamo tako Sop tangentnih ravnin. Njihova ogrinjaéa se imenuje
Mongeov? stozec. Poiséimo enacbo Mongeovega stozca!

Mongeov stozec je ogrinjaca ravnin (4.46).

Enagbo ogrinjace dobimo, ¢e iz enacbe (4.46) in iz enacbe

(§—=z)-n'(A) =0 (4.47)

eliminiramo parameter A.
Ogrinjaco druZine ravnin bomo raje poiskali v parametriéni obliki. Namesto
enacbe (4.46) bomo izraze (4.44) vstavili v (4.43) in dobili, da je

Flz,y,2z,p(X),q(N)] =0 (4.48)

2Gaspard Monge (1746-1818) je bil francoski matematik.
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in to identi¢no po A, vse pri konstantnih z, y in z. Ker velja (4.48) za vse A,
odvajamo (4.48) po A

Pp'(A) +Qq¢'(A) = 0. (4.49)
Enacba (4.47) se glasi
€ —2)p'(N) +(n-y9d' (N =0. (4.50)

Kadar je Mongeov stozec res stoZec in ne Mongeova os (kvazilinearna enacha),
P’ (A) in ¢’(A) nista oba ni¢, ima sistem (4.49,4.50) resitev le, ée je

A
-z n-y | 7
ali
€ -z = ,uP)
4.51
n—y = pQ. (451)
Iz enacbe (4.46) ali
€-2)pA) +(n-v)g(N) - (-2 = 0
pa sledi ge
¢ -z = W[Pp(\) + Qa(N)]. (4.52)
Tako smo dobili parametriéno izrazavo (parametra sta A in u) Mongeovega stozca
n—y = pQ(A), (4.53)

(—z = p[PA)p(}) +QAN)g(N)].

Pri konstantnem A je to enacba tvorilke stoZca.

Enacba (4.43) nam v vsaki tocki dolo¢a Mongeov stozec (4.53). Imamo torej
polje Mongeovih stoZcev. Mongeov stoZec je ogrinja¢a moznih tangentnih ravnin,
zato se mora re§itev v vsaki tocki dotikati ustreznega Mongeovega stoica.

Ce se resitev

z =u(z,y) (4.54)

dotika Mongeovega stozca v tocki

se ga dotika vzdolz tvorilke, zato imamo na vsaki re§itvi neko polje smeri, ki nam
dolo¢a druzino krivulj. Tangente na te krivulje imajo isto smer kot tvorilke, zato

r = £
y = Q, (4.55)
z = Pp+Qq.
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Vzdolz krivulj (4.55) je

p = plz,yl,
g = qfz,y]
1n zato
1:7 = pxa:?+py:f,l/:Ppac+pra (456)
q = gzT+qyy = P+ Qqy.

V enacbah (4.55) sta p in ¢ definirana z resitvijo (4.54). Resitev (4.54) mora
zadoscati enacbi (4.43), zato je

Flz,y,u(z,y),p(z,y),9(z,y)] = 0
identi¢éno za vse z in y in zato velja tudi
X+2Zp+Pps+Q¢: = 0,
Y+ Z9+ Ppy,+Qqy = 0.

Funkcija u naj bo dvakrat zvezno odvedljiva. Potem je
Dy = Ugy = Uys = (x

in velja tudi

Y+ Zq¢+Pg:+Qqy = 0. ’

Iz enacb (4.56) in (4.57) sledi sedaj

¢ = —(Y+2Zg). (4.58)
Tako dobimo sistem diferencialnih enach

& = P,

vy = @,

¢ = Pp+Qq, (4.59)

p o= —(X+2p),

q = —(Y + Zq)a

ki ga imenujemo karakteristiéni sistem enacbe (4.43). Pri izbranih zacetnih pogojih
nam karakteristi¢ni sistem ne dolo¢a samo krivulje

Pravimo, da nam sistem (4.59) dolo¢a karakteristicni pas.
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Izrek 4.8 Izhodna funkcija F je integral karakteristiénega sistema (4.59).

Dokaz. Vzdolz karakteristi¢nega pasu je
F = Xe+Yy+2Z:+Pp+Q=
= XP4+YQ+Z(Pp+Qq)—P(X+2Zp)—-Q(Y +Zq) =0.

|
Od tod sledi osnovna lastnost karakteristi¢nega pasu: ¢e se zacetni pas dotika
Mongeovega stozca, to je, ¢e je

F(xOuyO;ZOap();qO) = 07

tedaj se ves karakteristi¢ni pas dotika Mongeovega polja.
Pois¢imo tisto resitev enacbe (4.43), ki gre skozi krivuljo

x = xo(s). (4.60)

Takole napravimo. Skozi vsako tocko krivulje (4.60) potegnemo karakteristi¢ni pas.
Tri pogoje za to ze imamo:

z(to) = wo(s),

y(to) = wols),

z(to) = zo(s).

Dolo¢iti moramo &e p (o) = po(s) in ¢ (t0) = qo(s). Dva pogoja potrebujemo za to
(i) ZacZetni pas naj se dotika ustreznega Mongeovega stozca, torej

F(zo, yo, 20, Po, 90) = 0. (4.61)

(i1) Normala na resitev mora biti pravokotna na zagetno krivuljo, zato mora biti
tudi zacetna ravnina tangentna na zacetno krivuljo

25 = poxh + qovp- (4.62)

Iz enacb (4.61) in (4.62) izracunamo pg in qo, reSimo karakteristi¢ni sistem (4.59)
in dobimo

z = z(s,t),
y = y(s),
z = z(s,t), (4.63)
p = p(s i),
q9 = Q('S)t)'

Iz prvih dveh enacb (4.63) izracunamo s in ¢ in dobimo
z = u(z,y).

Oglejmo si primer.
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Primer 4.23 Enacbi

P-¢—z = 0
pripada karakteristiéni sistem

z = 2p,

y = —2p,

= 2p%—2¢% =2z,

p = p

¢ = q

Poiséimo resitev, ki poteka skozi premico

T = 7,
y = z
to Je,
Lo = S,
Yo = S,
20 = S,
veljati pa mora Se (4.61) in (4.62)
Pi—q = z=s,
1 = po+qo.
Sledi
Po—q = S
in od tod
_ 1+s
Po = 9 )
1—s
dgo = D)
Resimo karakteristi¢ni sistem
_ 1+ Set
P = ) )
-5,
q = ) ,
z = se?,
& (s +1)e’
(s+1)e" -1,
y = (s—1)¢
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Eliminiramo s in t
(s+1ef = z+1 — set = (z+y)/2,
(s—1)e8 = y—1 e = (z—y+2)/2,
¢t 1
2= uley) = s o = 2z +u)e -y +2),
ali
2 a2
u(z,g) = & ZI) _a 4y) . (4.64)

Ocitno poteka (4.64) skozi premico ¢ = y = z, res pa tudi resi enacbo

2 = 3

Izrek 4.9 Opisani postopek nam vedno dd resitev Cauchyjeve naloge, ce je

d(z,y)
d(s,1) # 0

Dokaz. Preveriti je treba, da je

Flz,y,u(z,y),p(z,9),¢(z,9)] = 0,

kar Ze vemo, in da je
du(z,y) = p(z,y) dz + (=, y) dy,

(4.65)

to je, da sta funkciji p in ¢ res parcialna odvoda resitve v na z in y. Ce enacbo

(4.65) izrazimo z s in ¢, dobimo
p(zs ds + 2 dt) + q(ys ds + ye dt).

usds+u; dt =

Parametra s in ¢ sta neodvisna, zato sledi
us = p@,y)es +q(2,y)ys,
u = ple,y)z: + (2, Y)Y

Enacba (4.67) je posledica karakteristi¢nega sistema
: = Pp+Qq=pz+qy

Dokazati moramo e (4.66) V ta namen oznacimo

W= Us — PTs — qQYs

in sledi
Wt = Ust — PTst — qQYst — PtTs — qtYs

(4.68)
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Iz enacbe (4.67), za katero ze vemo, da velja, pa sledi
0 = uts — pTes — Qs — PsTt — st (469)
Enacbi (4.68) in (4.69) odstejemo in dobimo
Wy = —Pi%s — QtYs T PsTr + qsYr =
= (X +2Zp)zs + (Y + Zq)ys + Pps + Qqs =
(X$s + Yy, + Pps + Qq.s +Zus) - Z(us — PTs — qys) =

= F,—Zw=
= —Zw,
saj velja I’ = 0 na vsej ploskvi. Preostane nam
w+Zw = 0,
ali
w(t) = wee™ {7,
Ker je
wy = 0,
sledi
w(t) = 0
|
Kaj se zgodi, Ce je
oz,y) _
d(s,t) ’
to je,
TYs = Yz,
ali
Pys = Qus,
ali
z;, = AP,
Ys = AQ.
Ce je naloga resljiva, velja
us = pas + qys = A(Pp+ Q), (4.70)
od tod pa sledi se
ps = —MX+p2),
s = =AY +4q¢2)

in je zacetna krivulja kar karakteristika. Reitev ni enoliéna. Ce pa (4.70) ne velja,
naloga nima resitve,
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4.6 Popolni, splosni in singularni integrali
Resitev z = u(x, y) enacbe
F(z,y,7z,p,q) =0, (4.71)

ki vsebuje poljubno gladko funkcijo (ene spremenljivke), se imenuje splosni integral.
Resitev, ki vsebuje dve bistveni konstanti, se imenuje popolni integral. Pri tem se
konstanti a in b v integralu ®(z,y, a, b) imenujeta bistveni, é¢e ima matrika

M= g o o
rang 2. §
Ta pogoj jaméi, da sta konstanti res dve. Ce bi namre¢ lahko pisali
S(z,y,a,b) = V(z,y,c),
kjer je
c = g(ab),
bi veljalo
M = Vega Yocfa Yycla

Uegp Yioege ‘ijcgb ’

ta matrika pa ima rang manjsi od 2.
Po drugi strani, ée je & popolni integral in si ogledamo enacbe

z = ®(z,y,a,b),
p = @(z,y,4a,b), (4.72)
g = ®y(=,9,a,b),

je vsaj ena od determinant

dp,g) O(zp) 9(z4q)
d(a,b)’  08(a,b)’ 0O(a,b)

od ni¢ razliéna in lahko iz enacb (4.72) eliminiramo a in b ter dobimo ena¢bo oblike
(4.71), ki ima funkcijo ® za resitev.

Primer 4.24 Vzemimo popolni integral
z = ax+aiy+b.
Sledi

= @y
g = a

in dobimo enaébo, katere integral je prvotna funkcija z:
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A

Popolni integral je na videz manj splogna re§itev kot splosni integral. Pa temu

ni tako. Ce imamo enoparametri¢no druzino resitev, je njena ovojnica, ée ob-

staja, spet reSitev. Iz dvoparametriéne druzine resitev pa lahko napravimo mnogo
enoparametriénih druzin: izberemo si poljubno gladko funkcijo w in postavimo

b = wla)
ter zgradimo ogrinjaco. Le-ta je (netrivialno) odvisna od funkcije w.

Primer 4.25 V popolni integral

z = ax+a’y+b
enacbe
¢ = p°
postavimo
b = a

in poi¢emo ogrinjaco druZine.

= ax+a2y+a,
= x+2ay+1,
142
a = -
2y
in dobimo partikularno resitev
142 14z
= - 1
: 2y (x 7 " >
(z+1)°
z = =
4y

A
Enacba pa utegne imeti Se singularni integral. Tega dobimo, &e sestavimo
ogrinjaco dvoparametri¢ne druZzine, ki jo predstavlja popolni integral: iz enacb

= <D(l', y,a, b):
= @a(z,y,a,b),
= (I)b('t)y)aab))
eliminiramo a in b. To je mogoce, ker je ® popoln integral. Zanimivo je, da lahko

singularni integral pois¢emo direktno iz enacbe, ne da bi poznali popolni integral.
Enacba

F(Z',yv(I):(Dz,q)y) = 0
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velja identiéno v a in b, zato jo lahko odvajamo

Z(I)a+P(I>xa+Qq>ya = 0,
ZPy+ PPy + QPys

l

Na singularnem integralu je ®, = ®, = 0. Ce je

Dga Dy a(p, 9)
= —=L 4.
‘ Bpp By |~ B(arh) 7 (4.73)
mora bitl
P=@Q=10
Iz treh enach
F=P=Q=0 (4.74)

lahko sedaj eliminiramo p in ¢ ter dobimo singularni integral. Ker ne moremo
vedeti, ¢e je pogoj (4.73) izpolnjen, moramo preveriti, ¢e funkcija, dobljena z eli-
minacijo iz (4.74), res zado&¢a enadbi (4.71).

Popolni integral nam zados$éa, da re§imo Cauchyjevo nalogo: poiskati resitev,
ki poteka skozi dano krivuljo. Tri moznosti so

(1) Resitev je poseben primer popolnega integrala.
(i) Resitev je ogrinjaca enoparametri¢ne poddruzine.
(iii) Resitev je ogrinjaca dvoparametricne druzine — singularni integral.

Primera (i) in (iii) sta izjemi. Razi§éimo primer (ii). Poiskati moramo ogrinjaco
enoparametri¢ne poddruzine, ki poteka skozi krivuljo

z = £(s),
y = n(s), (4.75)
z = ((s).

Ogrinjaca se v vsaki tocki dotika ene od ploskev enoparametri¢ne poddruZine; spe-
cialno to velja za vsako tocko krivulje (4.75). Toda, ¢e gre ogrinjaca skozi krivuljo
(4.75), se krivulje (4.75) v vsaki tocki dotika, glej dokaz izrek 4.8, torej se tudi ¢lani
enoparametriéne poddruzine (vsak v svoji tocki) dotikajo krivulje (4.75). S tem
je poddruzina dologena: v vsaki tocki krivulje (4.75) se en ¢lan poddruzine dotika
krivulje (4.75). Napisimo ta pogoj! Enacba

((s) = ®[&(s),n(s), a,b] (4.76)
mora imeta same dvojne korene, torej velja Se
d d
) = Lafe(s), n(s),a, . (2.17)

Iz enacb (4.76) in (4.77) eliminiramo s in dobimo zvezo med a in b, recimo

P(a,b) = 0.
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Od tod lahko, na ve¢ na¢inov morda, izraunamo
b = ¢(a)
in dobimo nekaj enoparameteriénih poddruzin. Ogrinjace so iskane resitve.
Primer 4.26 Ena¢ba ¢ = p? ima popolni integral
z = ax+a’y+b.

Poiséimo resitev, ki poteka skozi parabolo

y = z°, z=0,
ali
£(s) = s,
ns) = &
¢(s) =
Sledi
= as+a%s®+b,
= a+2d%s, (4.78)
ali
s = 1
as = X
od koder sledi
1
b = -.
4

0 = x4 2ay,
od koder sledi
_ z
= %
in
B y — @
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Ker je
. z
p = %’
q - 4y2 )
ta funkcija res resi enacbo
P o= g

Enacba (4.78) ima Se drugo resitev, a = 0, ki pripelje do b = 0 in z = 0. To je,
sluc¢ajno, tudi singularni integral.
A

4.7 Lagrange—Charpitejeva metoda

Za praktiéno resevanje je popolni integral preprostejsi od Cauchyjeve metode.
Lagrange-Charpitejeva metoda nam daje splo§no pot do popolnega integrala.
Hkrati z dano enacbo

F(z,y,2,p,q) =0 (4.79)
postavimo Se eno enacbo
G(z,y,2,p,9) =0, (4.80)

ki ima tudi funkcijo u za resitev. Funkcija G naj bo taka, da lahko iz enaéb (4.79)
in (4.80) izratunamo

p = plz,y,2),
¢ = q(z,y,2), tasl)
tore)
8(F,G)
) ) (4.82)

Za funkciji (4.81) mora seveda veljati
dz = pdz + qdy, (4.83)

¢e naj bosta p in ¢ parcialna odvoda funkcije u, kar pri poljubni gladki funkciji G
ne bo res. Pogoj splosnejse oblike kot je (4.83), namreé

Pdex+Qdy+ Rdz=0 (4.84)

na neki ploskvi v splo$nem ne more biti izpolnjen. Velja
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Izrek 4.10 Potreben in zadosten pogoj, da ima enacba (4.84) dvorazsezno resitev,

Jje
F.rotF =0, (4.85)
kyer je
P
F=|Q|. (4.86)
R

Izrek 4.10 bomo dokazali kasneje, glej razdelek 4.8. V nasem primeru je

p
F = 7 |,
-1
i 7 k
8 o @8
I‘OtF == TE '55 E =
p q¢ -1
= _qzi +sz + (q:c == py)k
in pogoj (4.85) se glasi
—pq: +qp: — (g —py) = 0,
ali
Py + qp: = Gz + P (4.87)

Ce sedaj odvajamo enacbi (4.79) in (4.80) na z, dobimo

F,+ Fpp, + Foq, = 0,
Gz + Gppz + quz = 0
in od tod
F, F,
G, Gy
Y& = - 3
F, F,
Gy Gy
F, F,
_ G, G,
q: = Fp Fq
Gy Gq
Odvajanje na £ nam da
F:U+Fpp:c+qu:c = 0;

G + Gpp:c + qux =
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in od tod
F, F;
_ G, Gy
@z = Fp F,
Gy Gy
Odvajanje na y nam da
By + Fopy + Faqy = 0,
Gy+Gppy+Gqgy = 0
in od tod
Fy Fy
_ Gy Gq
bo = F, Fy |
Gp Gy

Konéno se pogoj (4.87) glasi

|F F| |F F|. |F F F, F | _
’Gy G, q‘Gz ¢, |t 6. |™?|g a | = °
ali

F, Fp+pF, n Fy Fy+qF, 0.

G, Go+1G. | V|G, G,+40,

Razvijmo determinante in uporabimo standardne oznake (velike ¢rke so odvodi
funkcije F' po malih ¢rkah)

PGy +QGy + (Pp+Qq)G. — (X + Zp)Gy — (Y + Z9)G, = 0.

To je homogena kvazilinearna enacba za funkcijo G s karakteristicnim sistemom
(4.59). En integral ze poznamo, to je F'. Ce dobimo $e enega, G = a, neodvisnega
od F, lahko iz enach

F(z,y,z,p,q) = 0,

G(z,y,z,p,0) = a

izracunamo p in ¢

p = p(z,y,2,a),
g = q(z,y,2,a).

Vemo, da bo enacba (4.83) integrabilna in e jo integriramo, dobimo $e drugo
konstanto.
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Primer 4.27 Enacba

p® —3zyz?¢ =0 (4.88)
ima karakteristicnl sistem
= 2p,
y = _393312,2’
¢ = 2p® - 3xyz?q,
p = 3yz’q+ 6ayzpg,
¢ = 3zz’q+ 6xyzq®.

Upostevamo enacbo (4.88) in dobimo

r = 2p,
. P
y = — T
q
i = p
2 3
p o= B4k,
T z
2 2
g = L 4ofd
Y z
Potrebujemo le en integral, neodvisen od (4.88).
p_d _ p_P_
P g T qy
_ LY
T 2 + y’
P~ ay/m. (4.89)
q
Enacbi (4.88) in (4.89) razresimo na p in ¢:
2
p
T = apy/z =
= 3zyz?,
Sxyz?
p = =
ay\/f
322/
= =y
q == p —_—
ay\/z
32z
= e
322

ay’
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Enacba

2 2
de — Mdm—kidy
a

d d
a2—§ = 3(1\/561.7:—}-————3 y,
z y
o2
b— — = 2azyz+3logy.
%z

To je popolni integral.

Zelo preprosto uzenemo poenostavljene primere.

(1)

F(p,g) = 0
Sledi
_ Fp,
y = Iy
z = pFp,+qFy,
p = 0
g = 0.
En integral je
p = a
ali pa
q9 = a,
Se bolje pa je, ¢e enacbo
Flpg) = 0

razre§imo parametri¢no s parametrom a:

p=¢p(a),
q=(a)
Sledi
dz = ¢(a)dz +P(a)dy,

z = pla)e+P(a)y+b.

177
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Primer 4.28
P4+ = 1,
p = cosa,
g = sina,
dz = cosadz+sinady,
z = xcosa+ysina-+b.

f(z,p) = 9g(y,9).

Sledi karakteristiéni sistem

T = fp;
y = _gq;
z = pfp—a9q
p = _fl‘a
g = 9y
n
efs +pfp = 0,
d
el = 0,
5/ (@.P)
f(z,p) = aq
9(v,9) = a
Zadnji dve enacbi razre§imo na p in ¢
p = ¢(z,a),
¢ = Y(y,a)
in sledi
dz = ¢(z,a)de+¢(y,a)dy,
z = /go(:c,a)da:+/¢(y,a)dy+b.
Primer 4.29
rqy = yp,
P -1 . 2a,
z y
p = Z2azx,
g = 2ay,
dz = 2azdr+ 2aydy,

2 = a(:c2+y2)+b.
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(ii)

F(z,p,q) = 0
Sledi karakteristicni sistem
= F,
y = an
z = pFp+qkFy,
p = _pFZy
(j = —ql,
n
po_ 4
P q’
p = aq.
Iz enacbe
F(z,aq,q9) = 0
1zracunamo
g = (2
in sledi
dz = ap(z)dz + ¢(2) dy,
ali
dz
= d(az +y),
o(2) (
ali
az+y = Y(z)
To enacbo obrnemo
z = wlaz+y)
in tukaj zacnemo.
= w(ar+y),
p = au,
g = .

Dobimo navadno diferencialno enacbo prvega reda za funkcijo w

F(w,av’,w") = 0.
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Primer 4.30
2P +¢*+1) = L
z = waz+y),
w? (@ 1) +1] = 1,
. 1—w?
Yo w? (1 + a?)’
wdw  d(ax +y)
Vi—w?  J1+a®’
ax +y+b
—V1-w? = ZT¥E°
V1+a?
| —w? — (az + y + b)?
1+a
Ce pisemo
a
= cosa,
V1+ a?
L -
Vitar 7
dobimo

(zcosa +ysina + f)* + 22 = 1.

(iv) (Clairaut)

z = pz+qy+ f(p,9),
z = x4+ fp,
y‘ = y+fq:
z = prt+qy+plpt+afy
po= 0,
g = 0.
Dobimo kar dva integrala
rp = aq
g = b

in
z = ax+by+ f(a,b).

To je res popolni integral Clairautove enacbe.
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4.8 Pfaffova enacba

Imejmo vektorsko polje F' in vprasajmo po mnogoterosti, pravokotni na to polje.
Ce je dx diferencial na tej mnogoterosti, zahtevamo torej

F.dz =0. (4.90)

Izraz F - dz imenujemo Pfaffova® forma (Pfaffian), enacbo (4.90) pa Pfaffova
enacba.
Vzemimo najprej ravninsko polje

Enacba (4.90) se glasi
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0.

To je navadna diferencialna enacba, ki je praviloma resljiva. Sklep: dvorazsezna
Pfaffova enacba ima (skoraj) vedno enorazsezno resitev.

Oglejmo si, kaj o tej resitvi Se lahko povemo. Resitev, krivuljo, pravokotno na
polje, napisemo v implicitni obliki

u(z,y) = C.
Na tej krivulji je
Ou Ou
—d —dy = 0
oz " T Oy 2
in obstaja funkcija u, da velja
Ou
= - UM
B pivL,
Ou
— = puN.
Oy #

Funkcijo p imenujemo integrirajoci faktor. Ce je funkcija u dvakrat zvezno odved-
ljiva, sledi

8%u _ 8%u
ozdy ~  Oydz’
0 0
a—y(NM) = a—m(/lN),
Ou Ou

To je kvazilinearna enacba za p. Ce najdemo resitev, je

p(Mdz+Ndy) = du

8 Johann Friedrich Pfaff (1765-1825) je bil nem8ki matematik.
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popolni diferencial.
Poglejmo v tri dimenzije

P(z,y,2z)dz+ Q(z,y,2)dy + R(z,y,z) dz = 0. (4.91)

Is¢emo mnogoterost, na kateri bo enacba izpolnjena.
Razseznost 0 je tocka, de = 0, enacba je trivialno izpolnjena.
Pri razseznosti 3 je da poljuben, enacba je reljiva le v trivialnem primeru
F=0.
Enorazseznih resitev, krivulj, je veliko. Res, izberimo poljubno gladko ploskev
z = z(u,v). (4.92)

Na tej ploskvi is¢emo resitev, to je krivuljo u = u(t), v = v(t), ki resi Pfaffovo
enacbo (4.91). Na ploskvi (4.92) je

de = x,du+ x,dv,
torej
(F-xy) du+ (F-xy)dv = 0.

To je Pfaffova enacba v ravnini, ki ima (prakti¢no) vedno enorazsezno resitev.
Najbolj zanimive so dvorazsezne resitve, ploskve. Is¢emo jih kot nivojnice
23

u(x) = const. (4.93)
Ce velja
rot F =0, (4.94)

Jje naloga preprosta. Integral

) = /mF-da:

je neodvisen od poti, torej je le funkcija zgornje (in spodnje) meje, zato velja
gradu = F.

Enacba (4.90) pomeni
gradu - de = du(z) =0

in je
u(x) = const

resitev Pfaffove enacbe (4.90).
Kaj pa ¢e je rot F' # 07 Na ploskvi u(x) = const velja

gradu - de =0,
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poleg tega pa Se zahtevamo (4.90). Pri tem je dz poljuben vektor v tangentni
ravnini, zato sta vektorja F' in grad u kolinearna

gradu = pF. (4.95)
Obratno, ¢e je pogoj (4.95) izpolnjen, pomnozimo enacbo (4.90) z p
uF - de = gradu-de = du(z) =0
in je
u(x) = const
spet reSitev. Velja torej

Izrek 4.11 Trorazseina Pfaffova enacba ima dvorazseino resitev natanko takrat,
ko obstaja funkcija u, taka, da je polje uF potencialno.

Od tu dobimo takoj potreben pogoj za obstoj dvorazseine resitve. Ce je enacba
(4.90) resljiva, je po izreku (4.11)

rot (uF) = 0,
ali
prot F+ gradpyx F = 0.
To enac¢bo pomnozimo skalarno z F in upostevamo, da je
F.(gradux F)=gradp - (FxF)=0
in dobimo
uF -0t FF = 0,
ali
F.rotF=0. (4.96)

Izrek 4.12 Pogoj (4.96) je tudi zadosten za obstoj dvorazseine resitve Pfaffove
enacbe (4.90).

Dokaz. Vzemimo ploskev
z = const (4.97)

in na njej pois¢imo enorazsezno resitev. Na ploskvi (4.97) je dz = 0 in Pfaffova
enacba se glasi

P(z,y,z)dz+ Q(z,y,2)dy = 0,
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kjer je z parameter. Taka enacba je vedno resljiva, recimo

Pokazimo, da funkcijo ¢ lahko dolocimo tako, da bo

u(z,y,2) = U(z,y,2)—c(2)

resitev trorazsezne enacbe (4.90). Ce je enacba (4.90) resljiva, mora biti

gradu = puF, (4.98)
ali
ou
% = /‘LP,
ou
_8; = HQ)
ou
Pl d(z) = uR.

Tak p, da sta prvi dve enachi izpolnjeni, zagotovo obstaja. Iz tretje enacbe potem
izraGunamo c(z):

d(z) = aa—g—uR =K.

Ce dokazemo, da je K odvisen le od z in ¢, K = K(z,¢), je

navadna diferencialna enacba, ki jo lahko v nacelu resimo.



4.8. PFAFFOVA ENACBA

Sedaj ra¢unamo:

(uF) - rot (uF) = pF  (protF + gradp x F) =
= p’F. rotF =
= 0
H
uF = gradu=gradU—-| 0 | =
C/

0
= gradU—-| 0 |,
K

0
rotuF' = —rot [ 0 ]:

K

_oK

_ { _%é_]
oz )
0

oU 0K 0U 0K
(WF) - ot (uF) = —6_15%4_8_3/8_1‘_
oUK) _

d(z,y)
= 0.

Poslednja enacba pove, da sta funkciji K in U odvisni:

K = K(z,U)=K(z0c).
Primer 4.31
2yzde + 2zz dy + 3zydz = 0.
Vzemimo dz = 0. Sledi
ydz+xzdy = 0,
zy = c(2),
u(z,y,2) = zy—c(z).
Enacbe (4.98) se glase
y = 2pyz,
r = 2uzz,

—d(z) = 3pxy.

185
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Prvi dve enachi povesta

1
g= 2z
in nato tretja enacba pove
3zy  3c(2)
f— / = =
(2) 2z 2z
ali
de(z)  3dz
—= = q,
c(2) 2 z
c(z)z3/2 = VC,
283 = C,
2?2 = C.
A
Primer 4.32
2ezde + zdy—dz = 0.
Najpreprosteje bo, ¢e vzamemo dz = 0. Sledi
zdy—dz = 0,
d
__dy+ _Z — 0)
7
—y+logz = c(=)
in
—(z) = 2uzz,
-1 = pz,
1
- = -y
z
Iz zadnjih dveh enacb sledi
1
H = -
z
in
—d(z) = -2z,
c(z) = 2?2+0C,
logz—y—2> = C
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4.9 Naloge

4.1 Eliminiraj konstanti a in b iz naslednjih enach:
(a) u=(z+a)(y+1b).

(b) 2u = (az +y)% +b.
(c) az?+by? +u?=1.

4.2 Eliminiraj funkcijo w iz naslednjih enacb:

(a) u=zy+w (22 +y?).

4.3 V naslednjih ena¢bah je p = g—; ingq= Z_Z' Poisci splosni integral naslednjih
diferencialnih enacb:

(a) @’p+y’q = (z +y)u.
(b) u(zp—yq) =y* - 2.
(c) pz (u—2y") = (u—qy) (u—y* - 22%).
(d) pe(z+y) =qy(z +y) — (z —y)(2z + 2y — u).
(e) ¥’p—ayq = z(u—2y).
(£) (y+uz)p— (z+yu)g =2 —y*.
(g) z (22 +3y%) p—y (322 + ¢?) ¢ = 2u (y* — 2?).
4.4 Poisci enacbo druzine ploskev, ki sekajo druzino stozcev
x2+y2+u2:cz‘y
pravokotno.
4.5 Poisci resitev enacbe
(z+u)p+ (y+u)g+u=0,
ki gre skozi kroznico z? +y? = a?, u=a.
4.6 Poiséi resitev enacbe
m3p+y(3z2—|—y) q= u(2z2+u),

ki gre skozi parabolo z =1, y? =u—uy.



188 POGLAVJE 4. PARCIALNE DIFERENCIALNE ENACBE 1. REDA

4.7 Poisci resitev enacbe
r—a)(z+y) =u,

ki gre skozi krivuljo z + y +u =0, z=u?

4.8 Poisci reditev enacbe
w(y2+u)p—y(x2+u)q: (zz—yz)u,
ki gre skozi premicoz +y =0, u=1.
4.9 Poisci resitev enacbe
2y(u —3)p+ (22 — u)g = y(2z - 3),
ki gre skozi kroznico z? 4+ y? = 2z, u=0.
4.10 Poisci reitev enacbe
(2zy — )p + (u — 22%) ¢ = 2(x — yu),
ki gre skozi premico z =1, y=0.
4.11 Poisci resitev enacbe
(e=y)y’p+(y - 2)e’e = (2 +y°) u,
ki gre skozi krivuljo zu = a®, y =0.
4.12 Poisci resitev enacbe
(z-yp+y—z—ug=uy,
ki gre skozi kroznico 2?2 +y? =1, u=1.
4.13 Poisci resitev enacbe
z(u+2a)p+ (zu + 2yu + 2ay)q = u(u + a),
ki gre skozi krivuljo y = 0, u? = 4az.
4.14 Poisci reSitev enacbe
z(u+ 2a)p+ (zu + 2yu + 2ay)q = u(u + a),
ki gre skozi krivuljo y = 0, u®+ z(u+a)? =0.
4.15 Primerki v kanibalskem okolju se plodijo in umirajo pa naslednjih zakonih:

(a) Vsak primerek z verjetnostjo Adt+o(dt) v ¢asu (t,t+4dt) porodi nov primerek;
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(b) ¢&e je trenutno pri Zivljenju n primerkov, bodo vsak primerek tekmeci v ¢asu
(t,t + 6t) z verjetnostjo B(n — 1)8t + o(6t) pozrli, z verjetnostjo adt + o(dt)
pa bo v ¢asu (t,t + dt) poginil;

(c) verjetnost za dva taka dogodka v ¢asu (t,t + dt) je o(dt).

Pokazi, da je verjetnostna porazdelitev v éasu stabilna, ¢e je @ = 0 in sta A in
B pozitivna. Za ta primer izracuna] verjetnost, da je v éasu t Zivih n primerkov in
pokazi, da je povpreéno Stevilo zivih primerkov

A8
I—exp (-A/A)

4.16 Polscl resitev enacbe

P+ )+ (p—2)(g—v),

[CRN

u =
ki poteka skozi os .

4.17 Poiscl resitev enacbe
pPq=1u,

ki poteka skozi parabolo z =0, y? = u.

4.18 Zapisi karakteristi¢ni sistem enacbe
(14¢%) u=pe,

redi ga do kraja, in poisci resitev, ki poteka skozi krivuljo 2% = 2u, y=0.

4.19 Poisci popolne integrale naslednjih enaéb:

(a) (P*+¢*) y=qu.

)
)
) zp+3yg =2 (u—2%¢?).
) pr® — 4¢32? + 62%u — 2 = 0.
) 2(y +uq) = q(xp+yq).
(g) 2(u+zp+yq) = yp*.
(h) pg=1.

)

)

)
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24222 = 22¢? (224 12) .
pqu=p* (zq+p°) +¢* (yp +¢°) -
4.20 Za naslednje Pfaffove enacbe preveri, ali imajo dvorazsezno resitev in tiste
enacbe, ki dvorazsezno reSitev res imajo, resi.

(a) yde+zdy+2z2dz =0.

(b) z(z+y)dze+ 2(z + z) dy — 22y dz = 0.
(¢) yzdz+ 2xzdy — 3zydz = 0.
(d) (¥* +zz) de+ (22 4+ yz) dy+ 322dz = 0.
(e) 2y(a—z)dz + [z —y® + (a — z)?] dy — ydz = 0.
() y(142?) de—2z (1+22) dy+ (22 + y?) dz = 0.

(
(h
(1) 4+yz)de +z(z—z)dy— (1 + z2y)dz = 0.

(J
(k) yzde + (2%y — zz) dy + (222 — 2y) dz = 0.

zdz +zzdy+ zydz = 0.

)
)
)
)
)y
g) (v2+yz+2?) do+t (22 + 22+ 2%) dy+ (22 + oy +9?) dz =0,
) y
)
) y(z +4)(y + 2) dz — z(y + 32) dy + 2zydz = 0.

)

(1) 2yzde — 2zzdy — (22 — y?) (z — 1) dz = 0.

4.21 (Pisni izpit Analiza IV, julij 1997) Poidci tisto resitev enacbe
2 0u 0
(=95, + =275 = (& +)u
ki poteka skozi krivuljo zu = a®, y=0.

4.22 (Pisni izpit Analiza IV, september 1997) Dokazi, da je

u? = a%z? + (ay + b)2

popolni integral enacbe
(P* +¢*) &z = pu

in poiséi tisto resitev enacbe, ki poteka skozi krivuljo z = 0, u? = 4y.



