
Poglavje 4

Parcialne diferencialne
enadbe 1. reda

4.L Odvisnost funkcij
Definicija 4.L Imejmo m funkcij gr,gz,...,g^,ki so definirane in zuezno od-

uedljiue na obmoiju

CI c lR'.

Prauimo, da so te funkcije u Q odvisne, ie eksistira netriuialna zuezno oduedljiua

funkcija "E : lR"' -+ 1R, foAo, da 1e za n e Q

Flpr@),pz(n),...,p^(u))=0. (4 1)

Prinrer 4.1 Funkcije 91,92 in 93,

Pt(r,Y) = '2+Y2,
Pz(*,a) = rlJ,

4e(r,Y1 = t*a

so v lR2 odvisne, ker je

pt(r,y1+ 2pz(r,a) - p'r(*,y) = 0.
A

lzrek4.L Funkcije gt,gz,...,gm so uQ oduisne natanko takrat, ko je rang Ja-
cobijeve matrike

I agolo=*'j="
1tu,- l*=,=,

u Q manjii od m.

t37
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Dokaz. Naj bodo funkcije grtgzt. . . ,gm odvisne v O C IR." in

F lpt(*),pz(u),... ,pm(r)] = O

za a e O. Tedaj je

(4.3)

vse veije poddeterminante pa so enake nic. Zaradi (4.3) Iahko po eksisteninem
izreku za implicitne funkcije iz enacb

9x = 9x(t1,.. ,frr'Er!1t...,irn), k=1,2,...,r

izraiunamo

rj = rlri(yr,...,Ar,frrlrt...,frn), j =1,2,...,r

in to vstavimo v gr+p, p ) 0:

9r4p Q:1,x:2)... 'fin) = qr+plrlt (yr,... ,Ur,tr+t,... ,rn) ,... ,

,lr, (At,... ,Ur,tr1 1t... ,rn) tfir*It... ,1r] =:
:: ,!r+o (Ur,... ,Urtrr*tt. . . ,fin) .

PokaZimo, da so funkcije rlrtp neodvisne od spremenljivk r"1n, q > 0! Deter-
minanto

(4.2)

Ker je F * O,je vsaj en odvod YkP razliEen od ni6, sistem (4.2) za odvode

Yk* ima netrivialno reSitev, rang Jacobijeve matrike mora biti manjSi od
m.

Obratno, ie je rang Jacobijeve matrike enak r, 0 < r < rn, po potrebi preure-
dimo odvisne in neodvisne spremenljivke tako, da bo

mS af (pt,... ,p^) 1px@)
-/ -v, J-LrLt.,,rto,O@b Ofrjk=l

0(pr,...,P,) -rn
A1*r- ,-1 -t "'

0?, 0.p. \-r 0lt.1o 091An E*, /-i=t -dy, 5n

: ". : :

Oet 0p" \-r )u.qr )Pt
Ar. ar, Z-i=l Aa, Or.
Opr Op. \-r du,+p ?Qt t )u.+o

?r.+q 1r"+q l-i=1 )gt )r.qrt0r.1,

razvijemo v obliko

:0.

Od zadnjega stolpca od5tejemo stolpce j, j = 1,...,r, pomnoZene z

0{,+p
0vi
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0.

4.2. PARCIALNE DIFERBNCIALNE ENAEBE

in rezultat razvijemo po zadnjem stolpcu, da dobimo

Ker prvi faktor ni nid, je

torej so funkcije f,ap odvisne le od A1,... ,ar.

4.2 Parcialne diferencialne enadbe

Kadar imamo diferencialno enadbo za iskano funkcijo vedih spremenljivk, tedaj v
enaibi nastopajo parcialni odvodi. Tako enadbo imenujemo parcialna d'iferencialna
enaiba (PDE). Kot obidajno, red najvi5jega odvoda imenujemo red PDE.

Splo5na PDE prvega redaza funkcijo u treh spremenljivk, r, y in z,ima.obliko

l- - ^. -, lu(t,y,r) 0"(!:!A 7u(r,y,z)l 
n,l*,o,z,u(a,y,r),ff, a ,--Tl = u.

SploSna PDE drugega reda za funkcijo u dveh spremenljivk, x in y, ima obliko

- L , )u(r,y) lu(c,y) 02u(r,y) 02u(a,y) 72u(r,y)lI' 
ln,y,u1u,y),--A, , Ay ,- AA-,--d;N-,--dF-) = u.

Do navadne diferencialne enadbe (NDE) lahko pridemo tako, da iz enadbe za
druZino funkcij eliminiramo poljubne elemente - konstante. Podobno lahko te&
pot pri PDE.

Primer 4.2 Poi5dimo PDE, ki ji zadoSdajo enadbe vseh sfer v (o, y, z) prostoru in
ki imaio sredi5de na osi z:

*'+y'*(z-a)2 = 12, o=const, r=const.

Ce to enaibo razre5imo na z) z = u(r,g), sledi

n alu(n,y) - "19#P = o,

a*lu(n,y)-dW = o

)u(r,y) 1u(x,E)
Y ^ -*-----;---'ofr oa

(4.4)

A

in od tod
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Primer4.3 Poi5iimoPDE,kijizado5dajoenadbevsehstoicevv(r,y,z) prostoru,
ki se jim rotacijska os ujema z osjo z:

*'+y' = a21z-b12, a=const, b=const.

Ce to enacbo razre5imo fla z, z = u(fi,y), sledi

in od tod

.L = o2lu(*,y) - b)?"?'Y) .0n'
1u(r , y)lt - o2lu1r.il-b)i

0u(.r, u) 0u(.r,a)
9--------_-il--v,"dtdy

torej spet enaiba (4.4).
A

Re5itve enacbe (4.4) so, med drugim, enaibe vseh sfer s sredi5dem na osi z, in
vseh stoZcev z osjo z. Kaj imajo skupnega? Oboji so rotacijske ploskue. Splo5na
rotacijska ploskev, ki ima os z za simetrijsko os, ima enaibo

z=u(r,y) = *(r'+y'),

kjer je tr., : lR -+ R poljubna (gladka) funkcija. Sledi

0u(r.u\"":''' = 2rw'(.r2+y').
dt

0u(r. u\"":'"' = 2uu'(.r2+y2)
dy

in

u)u(!,.0) _ *ArlI ,) _ ," dr dg

torej spet ista PDE (4.4). Njena reiitev je torej enaiba vseh rotacijskih ploskeu, ki
imajo os z za rotacijsko os.

To nam d;i misliti, da tudi reSitve PDE vsebujejo poljubne elemente, Ie da to
niso konstante ampak funkcije.

Domnevo podprimo 5e z nekaj primeri!

Prirner 4.4 Naj bo tr : lR -+ iR poljubna gladka funkcija. Potem sledi

u(r, y) = *(*y),
du(r, y)

ofr
)u(r,y)

0y
0u(r,y) 0u(r,y)

I___j-ll-dr"da

= yw' {rA),

: rw'(ry),

=0"
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A

Primer 4.5 Vzemimo splo5no enoparametriino druiino ravnin

z = u(r, y) = ar t w(a)y * u(a),

kjer sta w rn a poljubni gladki funkciji in a poljubna kostanta. Ogmnjaio take
druZine ravnin imenujemo razuojna ploskeu.

Ogrinjaio druZine

F(r,y, z,a) : 0

dobimo, kot vemo, tako, da iz te enaibe in iz enadbe

dF(,r. a. z.a) 
^0a

eliminiramo a. V naSem primeru je treba o eliminirati iz enadb

z = u(r,y) = ar * w(a)y * o(a), (4.5)

0 - r*w'(a)y*u'(a). (4.6)

ee od tu eliminiramo cr, dobimo enadbo razvojne ploskve, ki vsebuje funkciji ur in
u na zelo zamotan nadin.

Namesto tega najprej eleminirajmo funkcijo u tako, da enaibo (4.5) odvajamo
narinnag

)u(r, y)

A-=41
o"(!,y) = u,(a).

0a

Iz teh dveh enadb eliminirajmo a

)u(.r. s) | )u(r, s)las ='L a, ]

Z dodatnim odvajanjem eliminiramo 5e funkcijo tu

9'u(*,y) ^.,, l0u1*,a)l 02u(e,y)
o.ay = *l o. ) * '

o'\(*_,0) = n,l!*,y)1 ozu(a,y)
oy" L d, I A*Ay '

ali

02u(a,y) 02u(a,y) l02u@,il12a., -- aF- = I a.ay l
Tej enadbi zado5dajo vse razvojne ploskve.
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A

Primer 4.6 Funkcija u : R' J lR se imenuje homogena funkcija stopnje a, (e za
vsaklelRvelja

u (tr1,trz,...,trn) - tou (r1,t2,...,rr) .

Izberimot=*indobimo

( *t r'2 n'n-r\ ( *, ,r2 un-t . \ul ' ,-l := ut- .-. lj=
\1, ,t:n x" ./ \/" .rn ,xn /

= anou(r1,fr2,... ,tn) .

Homogene funkcije n spremenljivk se torej izraijo s poljubno (gladko) funkcijo n - 1

kvocientov .rt/:t:n, x:z/rn, ... rr-t/fin.
Imejmo torej druZino

u{r1,12,...,rn) = *7*(lt,*',...,{a=),
\r" $n x:" )

kjer je a parameter in tr :lR.'-1 -l JR poljubna gladka funkcija. Eliminirajmo jo!
Oznadimo

rk L- r .) -- tzk 
-r ^ - 

Lrzr... rrr- l

in sledi

du(rr.....r,) _o)w(21.....2r-r) I t._1 - r

Arn = ''; A4 i' 
A'=r" '!n-r'

r- 1 ^du(rt, ' " ' ,:r,) = arft-1ru(rr,... ,zn-t)- r; i 
0w(zt' " ' ,zn-t) r! -dr, ---n * \'-1)' ' '" 

O_U_ )rX f2"

n-l
arfi-t tu(r,, . . ., zn-t) - D_ *9*5;@,

ali

+ du (r1.... . r,)
),lo ^^ =ou(rr.....rn). ({7)
*!, ul k

Enadbo (4.7) imenujen:ro Eulerjeu homogenitetni pogoj.

A

V vseh primerih je druZina z n poljubnimi gladkimi funkcijami m - 1 spre-
menljivk privedla do PDtr reda n za funkcijo m spremenljivk. Domnevamo, da
velja tudi obratno:

Domneva 4.t PDE reda n u m s[)remenljiukah ima za sploino reiiteu funkctjo, ki
usebuje n poljubnih gladkih funkci,j m - I spremenljiuk.
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Primer 4.7 Navadno diferencialno enaEbo reda n

r 
,(") (r)'l = ot' lc,ylx),y'ln),...,- .,1

lahko tolmadimo kot PDE za m = L spremenljivko. Vemo, da ima taka enadba
splo5no re5itev, ki je odvisna od n poljubnih konstant, to je od n poljubnih funkcij
m-l= 0 spremenljivk.

A

Primer 4.8

Ocitna re5itev je

u(*,y) = w(y), ur poljubna gladka funkcija'

Prirner 4.9

0u@. y. z) n

d- u'

Oiitna reSitev je

u(r,y, z) : *(a,'), tr poljubna gladka funkcija'

Primer 4.10

02 u(t. a) .
0r0y

SIedi

0u@'y) 
= tuo(c), wo poljubna gladka {unkcija.

0r

Dalje sledi

u(r,y) = l*rk)dr+u(y),
ali

,(*, y) = w(r) + u(y), u, o poljubni gladki funkciji

A

A

A
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Primer 4.11

1u(x, y)

A-

Uvedemo novi neodvisni spremenljivki

r*U

u(*, a)

)u{r,u)
oy

\,
,((, ry).

(4.8)

Siedi

UlA 0u(€,,1) 
,.,_-TOx oa

)u@,a) 
= 

0u(€,,1) _
0y A(.

Torej enaiba (4.8) preide v enadbo

,o'(e 'ry) .'0n
in od tod

,(,,a) : ,((, q) = u(() = w(t * a), tu poljubna gladkafunkcija'

Primer 4.12 Naj bo g dana funkcija in u iskana funkcija v enadbi

0g(r,a) )u(r,a) _ 0g(*,a) )u(r, s) = 0
0r dy 0y 0t

ali

o(g' ') n
o(*'u)

Po izreku 4.1 sta funkciji g in u odvisni, torej je

kjer je ti., : lR -+ R poljubna gladka funkcija.
l

4,2.L Homogena linearna PDE prvega reda

Dane naj bodo primerne funkcije ft, fz, . . . , fn I IR" -) IR, ali na kratko, uektorsko
polje a --+ f(o). Homogeno linearno PDE pruega reda

0u(€, rl)
orl

o'(t, 
't)

Arl

h (rr,... ,rn)qk#. + '''+ f, (*1'. . . ,t:n)
0u(r1,...,x:n)

0*n =0
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(4 e)

(4.10)

1.2. PARCIAIATE DffERENCIALNE EI\ACBE

za funkcijo u lahko zapiSemo tudi v obliki

l(z) 'gradu(ae) =9.

ee je funkcija u reSitev enaibe (a.9) in ie vzamemo ploskev z enadbo

u(r) - consi,

ima normaia na ploskev smer gradu(r), enacba (a.9) pa pove, da je normala na
ploskev (4.10) pravokotna na polje l, kar pomeni, da se ploskev (a.10) v vsaki todki
dotika polja l.

PoiSiimo tirnice, (trdi trajektorije), vektorskega polja l, to je, krivulje, ki se v
vsaki toiki dot,ikajo polja l. ee je

n, = n(t)

parametriina enaiba tirnice, mora veljati

i(t) = fl*(t)).

Enacbal (4.11), napisana po komponentah, se glasi

(4.11)

dr t(t)
dt

:

dr"(t)
dt

To je autonomen sistem NDE, ki

drt
h

Ce izberemo, na primer ) frn za

navadnih diferencialnih enadb

(4.t2)

neodvisno spremenljivko, dobimo sistem n - 1

= ,f, [r1(t),... , r,(l)],

:

= f"l*l(t),...,r"(t)).

ga lahko napi5emo brez parametra

drz drn

Iz J"

dax(a") _ f*\ar,...,r.) . k _ r.2.....n_ t.
dan - fn(r1,...,*n)' 

'"-L'-'"''t (4.13)

lzrek 4.2 Naj bo uektorsko polje f gladko in ne enako nii. Autonomni sistem
(1.11) ima tedaj n - | neoduisnih integralou gt, gzt ..., gn-r.

Dokaz. Po pogojih izreka obstaja todka os, da je v neki njeni okolici f (n) 10. Po
potrebi preme5amo komponente, da bo v tej okolici f"(*) * 0. Po eksistendnem
izreku za sistem navadnih diferencialnih enadb, glej [24] , ima potem sistem (4.13)
pri zadetnih pogojih

1V resnici bi morali pisati, daje vektor i sorazmeren vektorju f, vendar se sorazmernostne
konstante lahko znebimo s primerno izbiro parametra t.

,* ("[',) = r[o), k:t,2,...,n-r
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natanko eno re5itev

:tk=gk(r,,rlo',,..;t],), k=t,2,...,n_ t (4.14)

v okolici tocke rl,0). Sistem (4.14) sedaj razresimo ru rlo) , ,!o), ..., *l,o],. To gre,
ce je

J (r^) := 0(gr,...'9n-t)
a (,10r. ,"1,'1,)

v okolici toeke rl,0). To pa zagotovo drZi, saj je re5itev (4.14) zvezno odvisna od
zaietnih pogojev in je

"i('L.,') = t

Iz enacb (4.14) torej dobimo

*L*) = po(rr,rr,... ,frn), k = 1,2,..., D - 1. (4.15)

Avtonomni sistem (4.1 1) ima tako zagotovo n - 1 integralov f x, k = l, 2, . . ., n - l.
Ti integrali so neodvisni. Ce bi brli odvisni, bi za neko netrivialno funkcijo F veljalo

Flpr@),...,e,-{n)) : o (rlo',...,r101r) = O,

to pa zagotovo ni res, saj je todka z6 poljubna. I

Definicija 4.2 Sistem (1.11) imenujemo karakteristicni sistem enaibe (1.9), tir-
nice pa imenujemo karakteristike.

lzrek 4.3 Skalarno polje u:lR.'-+ P, je integral sistema (1.11)

z(t) = fl*ft))
natanko takrat, ko reii enanbo (1.9).

Dokaz. Naj bo u poljuben integral sistema (4.11). Na njem velja

d0 - *uln(l))=
= grad u(z) . i(t) =
: gradu(o) . l(o)

in vidimo, da vsak integral sistema (4.11) re5i enaibo (4.9).
Obratno, ce funkcija'r^r re5i enacbo (4.9), je

d

irl*(t)) = grad u(z) .i(t1 =
= grad u(z) . f (*) : 0

in je u integral sistema (4.11).

+o

I
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lzrek 4.4 Funkcija u je reiiteu enaibe (/.9) natanko takrat, ko je

u=u(g1,...,pn-t), (4.16)

kjer so grt g2t ..., gn-t neoduisni integrali karakteristdinega sistema (4.11).

Dokaz. Naj bo tr, :lR'-1 -+ R poljubnagladkafunkcija i, pr, . .. , gn-t neodvisni
integrali sislema (4.11). Tedaj je tudi ,p

p(*) = *[pt(n),... ,p"-t(n))
integral sistema (4.11), saj na tiru velja

!aln(t\1 = i'- "(''" 
'P'-) d r' 

'Ij\,,O,vt*v )) = L --- 0r-- *cr ln(t)) = 0.

Ce so 91 , g2, . . ., gn-t neodvisni integraii karakteristiinega sistema, je po ravnokar
dokazanem funkcija u v enaibi (4.16) tudi, po izreku 4.3 pa potem funkcija u re5i

enadbo (4.9). Obratno, ie je funkcija u reSitev enacbe (4.9), tedaj je tudi integral
karakteristicnega sistema po izreku 4.3 in imamo n integralov

9t,92t, ,. tPn-ltll.

Zanje velja

l'gradrPa = 0, ft:1,2,..,,n-1,
f.gradu - 0.

To je homogen sistem Iinearnih (algebraidnih) enacb za netrivialen vektor f , zato
mora biti

d(p1.....p,-r.u) 
n

d('',"" 'r,)
Poizreku4.lsopotemfunkcije gt,g2,...1 pn-7t uodvisne,inkersofunkcijepl,
gz, ..., <pp-1 neodvisne, velja (4.16).

Prirner 4.13 Enacba

Karakteristiini sistem je

ru,(r,y)-yuy(r,y) = 0.

,(l) = ,(t),
itt) = -a(t),

i{t)y(t) + r(t)!/(t) = 0,

[z(t)y(t)]' = 0,

r(t)y(t) = const.

Re5itev enadbe (a.17) je

'@ , a) : * ('y) , tu polj ubna gladka funkcij a'

I

(4.r7)

od koder sledi
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A

Prirner 4.14 Enaiba,

Uu,(r,y) - rur(r,y) = 0. (4.18)

I(arakteristicni sistem je

,(r) = a(t),

,(t) = -r(t),
od koder sledi

r(t)i(t) +y(t)i)(t) = 0,

*2 (t) + a2 (t) = const.

ReSitev enacbe (a.18) je

'(' , y) = w (t2 + y2) , tu polj ubna gladka funkcij a'
A

Primer 4.15 Naj bo

(4.1e)

*(t) = *(t)

in resitev

z.gradu(z) = 0,

,r = t!]

od koder sledi

Re5itev enaibe (a.19) je

n(t) = 5rt,

n(t\--+ = const.
z(t)

v(t)
-- = cons!.
zlt)

A

u(r,y) = - C,1), to poljubnagladkafunkcija.

Karakteristiini sistem.;e -
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Primer 4.1-6 Naj bo

[o, c, grad u(o)] = 0, a = const.

Karakteristidni sistem je

(4.20)

i(l) = axr,(t),

kjer je (a,b,c) - (o, b) .c meSani produkt vektorjev a, b in c, od koder sledi

r(t).n(t) = 0,

o,' i(t) = 0,

ali

l*(t)l'
a.n(t)

Re5itev enadbe (4.20) je

u(x,y) = , (l*l' ,o' *) , to poljubna gladka funkcija'
A

4.2.2 Kvazilinearna enaeba prvega reda

Kuazilinearna enaiba je enadba, ki je linearna v najvi5jih odvodih, ne pa nujno v
niZjih odvodih. Kvazilinearna enaiba prvega reda za funkcijo

rn*7 = u(r1,r2, ldots,rr)

ima torej obliko

const,

const.

Denimo, da imamo reSitev enadbe (4.21) v implicitni obliki

= fng{*1,...,rn*t) . (4.21)-\", ,ou(r1,...,rn)
\fr@t'... 'xn*r) A.*

u (*t,... , rr+r) = o, du (rr' " ' ' r'+r) * o.0u/ t4.22)

Z odvajanjem dobimo

0u (t1,... ,nn+r) , 0u (r1,... ,rn+r) 0u(n1,... ,rr)
"'-r ,r-"+, "*

ee sedaj enadbo (4.21) pomnoZimo , -0u(tL',''!2'+t), dobimo

n+7 ,'f, 
rr @r,... ,nn+t)oa 

(ut'_t'-'xn+r) - o.

k=l
(4.23)
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To je homogena linearna enacba za funkcijo u : IR."*l -+ lR.

Obratno,6e je u reSitev enadbe (4.23), oduisna od rny1, lahko iz enadbe

u(rt,...,rr+r) :0 (4.24)

izraiunamo

!,n*7=u(rt,...,rr) (4.25)

Hitro se lahko prepriiamo, dafunkcija u iz enaibe (4.25) reSi enaibo (4.21).
V nadaljevanju bomo uporabljali oznake

kjer je impliciino privzeto, da je u : IR 
2 -+ IR .

Prirner 4.17 Enadbi

*2p*y2q = (a*fi2

za funkcijo z = u(n,y) pripada karakteristidni sistem

P - uxt

q - ua'

,(l)
il(t)
, (t)

,'(t),
y2 (r,
[r(t)+ y(t))z(t).

Sledi

tn

i(t) i(t) n:tt
02(t) yz(t)

11 :n(t) y(t)

b(t) - i/(t)

const,

11
ry

*2(il - y2(t) =
[,(r) - y(r)]ltr(r) + y(r)] =

i (t\
Lr(t) - y(l)l-^ ,

z\L )

0,

const,

r-a

ln(t) - y(t)l' _;(t)
r(t) - y(t) z(t)

,(t)
x(t) - y(t)

9z(o'Y'z)
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ReSitev v implicitni obliki je

/l I z \
'(;- t ,-t) = o'

ali

z=u(r.y) = (*-y)r(l-1)\r v/
kjer je u., poljubna gladka funkcija.

Primer 4.18 Enadbi

z(rp-yq) = y'-*2

za funkcijo z = u(r,y) pripada karakteristicni sistem

. .r 
(l) = z(t)r(t),

i(t) = -z(t)a(t),
,(t) = y21t1-r21t1.

Sledi

i(t\ i(r\
__t__: _r "' , rl
r(t) ' u(t)

,(t)y(t) = const,

2t(r, Y, z) : rY

in

i(t) + i(t) = z(t)lr(t) - y(t)),

[r(,) + y(r)] [t(r) + y(r)] = z(t) lr'z(t) - y'tt)) 
,

lr(r) + y(t)l [z(t) + y(r)] = -z(t)2(t),
[e(t) +v(t112+221t1 = const,

9z(r, Y, z) : (r + A)2 + z2 .

ReSitev v implicitni obliki je

u lry, (r + y), + ,2) = o,

ali

z = u(r,il = J*@il 1* + yy,

kjer tu poljubna gladka funkcija.

151
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Primer 4.19 (Ortogonalne ploskve.) Imejmo enoparametridno druZino plos-
kev

f(*'Y'z) = const. (4.26)

PoiScimo ploskve, ki pravokotno sekajo ploskve druZine (4.26).
Naj bo enaiba iskanih ploskev z: u(r,g) . Normali na obe druZini morati biti

pravokotni druga na drugo:

pql!#) + qUY#A _ of (r._v, z) . g.2T)or oy 02

To je kvazilinerna enadba prvega reda.
Za yzorec druZine (4.26) vzemimo druZino

z@+Y) 
= const.3z-tl

Enacba (4.27) se glasi

z z ?-r1-?-
SriY - 3, * ,' \L -r st 

13r + Dr-
ali

zp+zq = 
r*u
3, + 1.'

Karakteristidni sistem je

,(l) = ,(t),
t(t) = ,(t),
j/r\ r(t) + y(t)-\",/ 3z(l) +1'

Sledi

i(t)-y(t) = 0,

r(t)-y(t) = const,

?t(t, g, z) : iL - a

in

r(t)i(t) + v(t)y(t) = z(t) [r(t) + y(l)] 
,

r(t)i(t) + aft)ift) = z(t) l3z(t) + 1l r(1),

12 1t) + y2 (l - 223 (t) - 22 (t) = consr,

?zQ:,Y,2) = 
" 

+Y' - 223 - z2'

SploSna re5itev v implicitni obliki je

*'+y'-223-22 = we-il,
kjer je u, poljubna gladka funkcija.

A
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4.3 Cauchyjeva naloga

Cauchyjeua naloga spra5uje po tisti reSitvi parcialne diferencialne enacbe, ki gre
skozi dano krivuljo. Podrobneje si oglejmo tridimenzionalni primer. I5iemo tako
reSitev z =u(a,y) kvazilinearne enadbe prvega reda, ki poteka skozi krivuljo

153

F(:r,y, z) = 0,

G(t,Y,z) = 0.

Vemo, da dobimo splo5no reSitev iz enaibe

*(p,r!) = o,

kjer je to poljubna gladka funkcija, p in t pa dva neodvisna
stiinega sistema

(4.28)

(4.2e)

(4.30)

integrala karakteri-

9=
l,=

g(t, Y, z),

,1,(*,y,r).
(4.31)

(4.32)

Sklepamo takole. Kolicine r, A, Z, g in I so povsod povezane z enaibama (4.31)
in (4.32), na zaietni krivulji pa 5e z enadbama (a.28) in (4.29).Iz teh Stirih enacb
eliminiramo r, y in z pa nam ostane zveza rned g tL {. To je iskana funkcija tl.

Primer 4.20 Poi5dimo enaibo ploskve, ki seka ploskve z enadbo

z\r+y) 
= const3z*1

pravokotno, in gre skozi kroZnico

*,r+y, = l,
z = l.

Neodvisna integrala smo na5li v primeru 4.19 na strani 152.

g(r,y,z) = r-a,
u(r,y.z) = r' + g' - 223 - 22.

trliminacija nam d6

4, : -2,

torej je re5itev v implicitni obliki

_z r -,1 o^J ^l t q nJ-tg -zz -. f z - u" 

a

Primer 4.21 (Model telefonske centrale.) Napravimo naslednje predpostav-
ke o modelu teiefonske centrale.
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(i) V dasu (t,t + 6t) se pojavi nov pogovor z verjetnostjo .\d, + o(dr).

(ii) Pogovor na zasedeni liniji se v dasu (t,t+6t) konda z verjetnostjo np6t+o(6t),
ie je zasedenih n linij.

(iii) Verjetnost za dva taka dogodka v iasu (r,, + dr) je o(dt).

Naj bo P"(t) verjetnost, da je ob iasu t zasedenih n linij. Pri n ) 1 velja

P,(t + 6t) = 
^6tP,-lt) 

* p,(n -t 1)6tP^+1(t)+ (1 - ),6t - p,ndt)P,(t) + o(at),

ali

'-!!P = 
^p^-r(t) 

* tt(n*1)p,+i(r) - (^+ 1rn)p^(t)*+
Pri n = 0 na isti naiin dobimo

Po(t+dr) -Po(r) o(dt)

ff = -)Po(/) -t yP1(t) + ?.
V limiti dl ---+ 0 sledi

d P" (t\'i" = 
^P"1(t) - 

() + prn)P"(t) * p,(n -t l)P"+r(r), n 2 0, (a.33)
dt

P-r(l) : 0.

Sistem diferencialnih enacb (4.33) bomo re5ili z uporabo rodoune funkcije. Naj bo

u(t,z) = Lo^ru*.
n=0

Enadbe (4.33) pomnolimo z z" in jih se5tejemo. Dobimo

nN6m

*f Pngz" = lIe-t(t)2" -^I P,(t)2"-
all u- - n=0 n=l n=0

p i,r,(t) zn * pi,, * r)P,4(t)zn,
n=C n=0

I @ 6 N

* t Pn(t)2" = ), D P,(t)2" -.\ D P,(t)2" -fll, u- n=0 n=0 n=0
16qF

rrr* )- Pn(t)2" + p+ f p, (t).',
o, u-u o, 7=,

}u(t' z) = ),zu(t, z) * ),u(t, r) - t,rL*a + t 4*?,
Al dz oz

ali

4P + pe - \Yy = ).(z - t)u(t, z).
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Ker se na5i neodvisni spremenljivki imenujeta I in z, bomo parameter karakter-
istiinega sistema imenovali r. Karakteristicni sistem se potem glasi

dt( r\+ = l. (4.34)
AT

dz(r\-" \ / ,, t-(_) _ t), (4.35)
d,r L" tL\t

du(r) r r ,

i: = )lz(r) - 1lu(r). (4.36)

Z deljenjem enadb (4.35) in (a.3a) dobimo

dz
= Ltdl,z-l

log (z - 1) = logCl ! 1tt,

z-l = CtePt,

(z-l)e-ut = Ct,
g(t,z,u) = (z- l)e-ut,

z deljenjem enaib (4.36) in (4.34) pa

d.tr.

; = )(z-I)dt=

= ).C lePt dt ,

)logu = )CteP' *logC2=
11

= \1, - t1f tog c2,
11'

r.t = C2 exp [lt, - ,r.l ,ltt .l

(t(t, z, u) = , "*o f-11, - ,;lL p' 'l

in od tod

u(t.z) = "*o fli. - rtl, f(z - t1e-r'1 ,Ll1 .l

kjer je u., poljubna gladka funkcija.
Denimo, da imamo ob iasu I = 0 zasedenih m linij:

( I k=mP*(o) = {o k**
Zato velja

u(0, z) = z*.
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Iz enacb

p : Q-l)e-ut,
r) I

tL, - uexpl--(z-l)1.
Ltt l

t - 0,

Ll=z^

moramo eliminirati t, z in u Najprej upo5tevamo zadnji dve enaibi in dobimo

9 = z-I,
z )p\ _,lt - z-"xp(-;r-
\ l"t/

= (r + p)- "", (-T)
ter

I ) I ,,,1m l' ,l t)"_!,'l""*o l-it. - rt] = [r + t' - t)e-rt]"' .*p 
L-;(, - .l

in konino

u(t.z) = [r+ t. - l)e-rr1-.*p fl1, - t)(1 -.-'')l'l,tt' 'l

Izra-unajmo povpreino Stevilo pogovorov ob casu t!

E(t) = inr,(r) =
n=1

f rc 
lrr-t) == Itn&(,)

Ln=1 ),=,
| 7u(t, z)l= lTl"=r=

= me-pt + I (1 - "-rr) .

11

4.4 Cauchyjev pristop

Cauchy je re5eval nalogo, ki nosi po njem ime, drugade. Njegova pot ima to pred-
nost, da mede lud na re5ljivost te naloge.

Izrek 4.5 Vsaka reiiteu kuaz'ilinearne PDE (1.21) je sestauljena iz karakteristik.

A
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Dokaz. Denimo, da ima karakteristika, re5itev karakteristicnega sistema,

:xk = ,*(l), k :1,2,... ,fl,
lt = u(t),

eno toiko skupno z reSitvijo

u = u(rt,...,x:r)

in si oglejmo funkcijo g

s(t) = u[r1(t), ...,*.(t))-"(t).
Ker je funkcija u reSitev enacbe (4.21), velja

Dn

g(t\ = |ia;'o-r=
-- 

o:tk
k= I

AA,\ - 't -,fr+r = 0,2u*'
torej je !l(t) : const. Tam, kjer karakteristika prebode resitev, i. s(t) = 0, torej
j" S(t) : 0 in karakteristika IeZi vsa na ploskvi. Izrek je dokazan, ker lahko skozi
vsako todko re5itve potegnemo karakteristiko. f

Vzemimo enaibo

Pp * Q,t - R, (4.37)

kjer so P, Q in E dane funkcije spremenljivk r, y in u. Re5itev naj poteka skozi
krivuljo, podano z enacbami

I = 1(t),
y - ry("), (4.38)
ti = ((r)

Skozi vsako tocko krivulje (a.38) potegnemo karakteristiko, to je, enadbe (4.38)
vzamemo za za(etne pogoje karakteristiinega sistema

i-P,
it - Q, (4.39)
il - R.

Dobimo

.r = r(t.s).
a - y(r, s), (4.40)
,t1, = u(1, s) .

To je parametridna izrai,ava neke ploskve. Enacbo te ploskve dobimo v eksplicitni
obliki, de lahko iz prvih dveh enacb (4.40) izrazrno

t - t(r, A),
s = s(r, a) g'4r)

157
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in to vstavimo v tretjo enacbo (4.40).
Izraiava (4.41) se zagotovo posredi, de je

0(*,a) . 0y .0r
d(t,s) *Ar "At-

Pav -e*+0.'at os

Ta pogoj mora biti izpolnjen tudi na zaietni krivulji (4.38)

^,=P*-aff+0.
Ce je vzdolZ zadetne krivulje (4.38) pogoj (4.42) izpohjen, je Cauchyjeva naloga
enoliino re5ljiva.

Denimo, da je vzdolZ zaietne krivulje A = 0. Tedaj je

de-- = 
^P,ds

d11

E=AQ.
ee je 5e

de

;=).R,
je zadetna krivulja Ze kar karakteristika. V takem primeru si izberemo poljubno
krivuljo, ki ni karakteristika, a seka dano krivuljo, in poiSdemo reSitev, ki poteka
skozi novo krivuljo. Ta reSitev poteka tudi skozi prvotno krivuljo, saj poteka skozi
eno njeno todko, (presedi5de), krivulja pa je karakteristika. Tako smo dokazali

Izrek 4.6 Ce je uzdolZ zaietne kriuulje L + O, je Cauchyjeua naloga enoliino
reiljiua. Ce je uzdolZ zaietne kriuulje A = 0, naloga nima reiitue, ali pa je reii,teu
brez iteuila. (ie je A = 0 u posameznih toikah, so teZaue z zueznostjo).

Mimogrede smo ugotovili, da se vzdoli karakteristike razliine reSitve sekajo.

Izrek 4.7 Kriuulja, uzdoli katere se due reiitui kuazilinearne parcialne diferen-
cialne enaibe sekata, je karakteristika.

Dokaz. Tu je dokaz za tri dimenzije. Enadba Pp + QC = ft pove, da je normala
na re5itev,

(4.42)

111

lil
pravokotna na polje

F=

n=
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Tam, kjer se dve reSitvi sekata, sta obe pravokotni na polje F, zato je polje
usmerjeno vzdoli tangente na presedno krivuljo, ki zato zadoSia enadbi

dt = F.

To pa je ravno karakteristidni sistem in presedna krivulja je karakteristika.

Primer 4,22 Enacbi

Pu+q : 1

pripada karakteristidni sistem

z reSitvijo

159

i - 't-t,1

y - 1,

it- 1

v
u

{

ali

z(1, s)

y(r, 
")

u(t, s)

€(,) + (({t +}t',
4(s) + l,
((s) + t

,, ,dnG)q(s/ ,
AS

in je

a(r) =

Oglejmo si Stiri primere.

(i)

_ d€(')
ds

s)

1,

0.

SIedi

((') =
q(") :
((,) =

A(t) = -L
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(ii)

in

x:

U

u

Ce eliminiramo s in l, dobimo

SIedi

u, = y-1.

1F(c\ ^c2
\\u'l 

2"'
?i(s) = s,

((") = s.

SIedi

A(r) = 0

in zaietna krivulja je karakteristika:

I .,= s -F :I-,
2

= 1+1,
+

r = 1r'+ rt + lt' = lr, + rt',2 2 2'
a - s+r,
'u, = s*J.

/ t ^\u = y+r(r-rg').
/

(iii)

kjer je tr., poljubna gladka funkcija, ki zadoSda pogoju

.u(0) = 0.

€(,) : 1,

?i(r) = s,

((r) = o.

SIedi

A(t) : 0
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in zadetna krivulja ni karakteristika:

1.J. = I*^/',,2
y - s+',
r.l = l.

Ce eliminiramo s in l, dobimo

Lt = r\E@ )'
To ni dobra re5itev, ker ff v oklici zaietne krivulje ni omejen.

(i")

ct "\ 1rr.(.(D/ 
2" ,

t(s) = 2s,

((t) = s.

Sledi

A(') : s'

V tocki s = 0 je A = 0, zato pricakujemo teZave z zveznostjo. Sledi

i" 1^ I "r = :s'rs1 *=1"= =(s*l)',222
y - 2s*t,
'u, = s+1.

Ce eliminiramo s in l, dobimo

'tl = +J2;.

To ni dobra re5itev, ker so odvodi v okoiici ravnine r = 0 spet neomejeni.
A

4.5 Splo3na PDE prvega reda

Naj bo F : R5 -+ 1R. primerna gladka funkcija. Obravnavamo enaibo

F(r,y,z,p,Q) = 0, (4.43)

ki naj ima reSitev z = u(r,g) , kjer je

ou
P_

OX:

ouq - ;-.
oy

161
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Za lal,je pisanje se dogovorimo za oznake, kjer velika erka pomeni odvod funkcije
F po ustrezni mali irki

OF
.i = _:__

.01'

a = +
oq

ee naj bo (4.a3) res PDE, mora biti p2 + Q2 * 0.
Izberimo si neko todko

Irll.lt: = Iy l.L' j

Enacbo (4.43) parametricno (s pararnetrom )) razre5imo na p in q in dobimo

p - p()),
q - s()) 

(4'44)

in s tem enoparametridno druzino normal

I rt't) I
n()) = | a(,t) | (4.45)

L -r l

in enoparametriino druZino tangentnih ravnin

(€ - r) .n()) - 0, (4.46)

kjer so

€-til
tekode koordinate v tangentni ravnini.

V vsaki tocki z imamo tako 5op tangentnih ravnin. Njihova ogrinjaia se imenuje
Mongeou2 stoiec. PoiScimo enadbo Mongeovega stoZca!

Mongeov stoZec je ogrinjaca ravnin (4.46).
Enaibo ogrinjace dobimo, de iz enaibe (a.a6) in iz enadbe

(€ - ,) 'n'(.\; = s (4.47)

eliminiramo parameter .\.
Ogrinjaio druZine ravnin bomo raje poiskali v parametridni obliki. Namesto

enaibe (4.46) bomo izraze (4.44) vstavili v (a.a3) in dobili, da je

Fl*,a, z,p(^), q(^)] : 0

2 Gaspard Monge (17+6-1818) je bil francoski matematik.

(4.48)
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in to identidno po ), vse pri konstantnih r, y in z. Ker velja (4.48) za
odvajamo (4.48) po ,\

Pp'(\)+8q'()) =0.

(€ - r)p'(^) + Ot -y)q'()) = o.
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vse ,\,

Enadba (4.47) se glasi

Kadar je Mongeov stoZec res stoZec in ne Mongeoua os (kvazilinearna enadba),
p'(.\) in q/(.\) nista oba nid, ima sistem (4.49,4.50) re5itev le, ie je

P a l_^
- I - U.(-r tt-y 

I

(4.4e)

(4.50)

(4.51)

ali

Iz enadbe (a.a6) ali

pa sledi 5e

{-r = ltP,
'q-a = pQ

(€-")p())+(,/-y)q(^) -G-,) = 0

c_,=plPp(^)+Qq(r)1. (4.52)

Tako smo dobili parametricno izraiavo (parametra sta .\ in p) Mongeovega stoZca

(-r = pP(^),
\-a = pQ(^), (4.53)
(-z = plr(.\)e(A) +O(r)q(r)1.

Pri konstantnem ,\ je to enadba tuorilke stoica.
Enadba (4.43) nam v vsaki toiki doloda Mongeov stoZec (4.53). Imamo torej

polje Mongeouih stoZceu. Mongeov stoZec je ogrinjada moZnih tangentnih ravnin,
zato se mora re5itev v vsaki todki dotikati ustreznega Mongeovega stoZca.

ee se re5itev

z = u(r, y) (4.54)

dotika Mongeovega stoZca v tocki

[.rl
n = 1., l,

L;l
se ga dotika vzdolz tvorilke, zato imamo na vsaki reSitvi neko polje smeri, ki nam
doloia druZino krivulj. Tangente na te krivulje imajo isto smer kot tvorilke, zato

;-D1 
- 

I,

a-Q,
2 - Pp*Qt.

(4.55)
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Yzdoli, krivulj (a.55) je

p - plr.vl.
q - q[r,y]

in zato

i - prr+pyi=Pp,*QPy,
q - q,i + qyy - P,t, * Qaa. 

(4'56)

V enacbah (4.55) sta p h q definirana z reSitvijo (4.54). Re5itev (4.54) mora
zado5cati enadbi (4.43), zato je

Flr,a,u(*,y),p(r,y), q(n,y)) = 0

identiino za vse r in y in zato velja tudi

X -f Zp I Ptt, * Q,l" = 0,

Y+ZqlPpu*Qqy = 0.

Funkcija u naj bo dvakrat zveztTo odvedljiva. Potem je

Py=ilry=Ugc=Qx

in velja tudi

X*ZPlPP,*QP, = 0,

Y -f Zq * Pq,'t Qqy = 0. e57)

Iz enadb (a.56) in (4.57) sledi sedaj

.. t"+Zp).
i = --ii * ra (4 58)

Tako dobimo sistem diferencialnih enacb

i-P,
i-Q,
) - Pp-t Qq, (4.59). /" +Ztt),i = --'t?*rrt,

ki ga imenuj emo karakterrstiini sistem enadbe (4.43). Pri izbranih zaietnih pogojih
nam karakteristiini sistem ne doloda samo krivulje

Irlr *+ lr l,
L'l

ampak v vsaki todki te krivulje 5e neko ravnino z normalo

I t In = Iq I

L -' l
Pravimo, da nam sistem (4.59) doloca karakteristiini pas.
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Izrek 4.8 lzhodna funkcija F je integral karakteristiinega sistema (4.59).

Dokaz. YzdolZ karakteristidnega pasu je

i = xi+y,y+zz+pi+gq=
= xP +yQ + z(pp+Qq) - p(x + zp) -QV * zq) =s.
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I
Od tod sledi osnovna lastnost karakteristidnega pasu: ie se zaietni pas dotika

Mongeovega stoZca, to je, ce je

F(*o.Ao,:o,Po, Qo) = 0,

tedaj se ves karakteristiini pas dotika Mongeovega polja.
PoiScimo tisto reSitev enadbe (4.43), ki gre skozi krivuljo

n = ns(s). (4.60)

Takole napravimo. Skozi vsako tocko krivulje (a.60) potegnemo karakteristidni pas.

Tri pogoje za. to Le imamo:

,, (ro) = ro(s),

y (to) = yo (r),
z (/o) = .o(r).

Doloiiti moramoSe p(ls) = po(r) in q (ls) = go(r). Dva pogoja potrebujemo za to

(i) Zacetni pas naj se dotika ustreznega Mongeovega stoZca, torej

F(*o,Ao, za,po,qo) :0. (4.61)

(ii) Normala na re5itev mora biti pravokotna na zadetno krivuljo, zato mora biti
tudi zadetna ravnina tangentna na zadetno krivuljo

,'o - por'o -t qoy',. e.o2)

Iz enadb (a.61) in (4.62) izraiunamop0 in qs, re5imo karakteristidni sistem (4.59)
in dobimo

.r" = "u(s,1),
y - y(s, l),
z = z (s, l), (4.63)
p - p(s, t),
q - q(s, l).

Iz prvih dveh enacb (4.63) izradunamo s in I in dobimo

z = u(r, A).

Oglejmo si primer.
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Primer 4.23 Enaibi

p2-q'-, = o

pripada karakteristicni sistem

) - .-)^^L 
- 

zPt

^. o-
I - -LP'

i - 2p2-2q2-22,
i- P,

q - (1 .

Poi5iimo re5itev, ki poteka skozi premico

to je,

l: = z)

Y - z)

ro=s,
Uo:s,
zo=s,

veljati pa mora se (a.6i) in (a.62)
,a

PO-qO = i0=s'
1 - Po*qo.

Sledi

p0-q0 = s

in od tod

Po=

Qo=
Resimo karakteristidni sistem

1*s
2'

1-s
2
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Eliminiramo s in I

(s*l)et = r+1 \ set = (r+a)12,
(s-l)et = y-I J - et = (n-y+2)12,

t67

z = u(*,y),:r"'."t=lp+y)(r -a+2),+

ali

-,-.-\ (1+r)2 (1 -v)'u(r,y) = t (1.64)

Ocitno poteka (4.64) skozi premico n = U = z, res pa tudi re5i enacbo

22P -q = z 
a

Izrek 4.9 Opisani ytostopek nam uedno dd reiiteu Cauchyjeue naloge, ie je

d(r. u.)ffi+o
Dokaz. Preveriti je treba, da je

Fl*,y,u(*,y),p(c,a), q(n,y)) = 0,

kar Ze vemo, in da je

du(r , y) = p(x:, y) dr * q(n, y) dy, (4.65)

to je, da sta funkciji p in q res parcialna odvoda re5itve u La n in y. Ce enacbo
(4.65) izrazimo z s in l, dobimo

u,ds *utdt = p(r, ds-l udt) * q(y,ds -lAtdt).

Parametra s in I sta neodvisna, zato sledi

us : p(r,y)r" * q(*,y)a,, (4.66)

1,t4 = p(n,y)a, -t q@,y)yt. (4.67)

Enadba (a.67) je posledica karakteristicnega sistema

2 - Pp-tQq=pr-toi.

Dokazati moramo Se (a.66) V ta namen oznaiimo

u := us - pr" - QU,

in sledi

LUt = tJst * pr st - Qast - ptn s - gtAs. (4.68)
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Iz enadbe (4.67), za katero Ze vemo, da velja, pa sledi

0 = urs - pfits - QlJts - p"x:t - Q,at. (4.69)

Enacbi (a.68) in (4.69) odstejemo in dobimo

LLt1 = -Ptxts - Qtas I Prrt * Qsat :
= (X + Zp)r, + (y + Zs)y, + pp" + eq, :
= (Xr, +Yy"+ Pp,+ Qq,* Zu") - z (u, - pr, - Qa,) =
= Fr- Zw=
= -Zw,

saj velja F: 0 na vsej ploskvi. Preostane nam

i+Zw : 0,

ali

w(t) = woe-tzdt.

Ker je

ttlg = 0,

sledi

u(l) = 0'

Kaj se zgodi, ie je

0(*. y) 
= o

d(s. t)

to je,

:,., ir:, ,

ali

Py, = Q*,,
ali

*,,'-)P'
ys ,tQ.

Ce je naloga re5ljiva, velja

us = prs I qa, = ),(Pp+ Qq), (4.70)

od tod pa sledi Se

P, : -^(x+pz),
Q" = *\(Y+OZ)

in je zacetna krivulja kar karakteristika. ReSitev ni enolicna. ee pu (4.70) ne velja,
naloga nima reSitve.

tl
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4.6 Popolni, splo5ni in singularni integrali
Re5itev z = u(r,y) ena-be

F(*,A, z,p,Q) = 0, (4.7L)

ki vsebuje poljubno gladko funkcijo (ene spremenljivke) , se imenuje sploini integral.
ReSitev, ki vsebuje dve bistuen'i konstanti, se imenuje popolni integral. Pri tem se

konstanti o in & v integralu Q(*,A, o,6) imenujeta bistveni, ce ima matrika

I o, o,o o,, Itvt = 
L *, Q,r' or, l

rang 2.

Ta pogoj jamci, da sta konstanti res dve. ee bi namrei lahko pisali

Q(r,y,a,b) = {t(r,y,c),

kjer je

c = g(a,b),

bi veljalo

I V rgo V r"go Vr.g, Ilvt = 
L v"ro v,"90 vi,so )

ta matrika pa ima rang manj5i od 2.

Po drugi strani, ie je O popolni integral in si ogledamo enadbe

z : Q(r,y,a,b),
p - Q,(r,y,a,b), (4.72)
q - Qo(r,y,a,b),

je vsaj ena od determinant

)tp, q) 0(r,p) 0(r, q)

0(a,b)' O(a,b)' 0(a,b)

od nid razlicna in lahko iz enaib (4.72) eliminiramo c in D ter dobimo enaibo oblike
(4.71), ki ima funkcijo O za re5itev.

Prirner 4.24 Yzen'imo popolni integral

z : ar*a2ylb.

Sledi

p-4,
q-a2

in dobimo ena-bo, katere integral je prvotna funkcija z:

q - p2.
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Popolni integral je na videz manj sploSna re5itev kot sploSni integral. Pa temu

ni tako. Ce imamo enoparametriino druZino re5itev, je njena ovojnica, 6e ob-
staja, spet reSitev. Iz dvoparametridne druZine re5itev pa lahko napravimo mnogo
enoparametridnih druZin: izberemo si poljubno gladko funkcijo to in postavimo

b - *(o)

ter zgradimo ogrinjaio. Le-ta je (netrivialno) odvisna od funkcije to.

Primer 4.25 V popolni integral

z = axla2y*b

enadbe

q-p2

postavimo

b-u

in poi5cemo ogrinjaco druZine.

z = ar*a2yla,
0 - rl2ay*1,

L*r
2y

in dobimo partikularno reiiteu

l+r / 1+r \: = _____._i.r._ 
^ +ll.'2s \ 2 /

(r -l 1)2

4s

Enaiba pa utegne imeti 5e singularni integral. Tega dobimo, ie sestavimo
ogrinjaco dvoparametricne druZine, ki jo predstavlja popolni integral: iz enaib

z = @(r,y,a,b),

0 - Qo(r,y,a,b),
0 - Q6(r,y,a,b),

eliminiramo o in b. To je mogode, ker je O popoln integral. Zanimivo je, da lahko
singularni integral poi5cemo direktno iz enadbe, ne da bi poznali popolni integral.
Enadba

F (*,y,O, Or, Os) = 0
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velja identiino v o in b, zato jo lahko odvajamo

ZQ"*P@,o+Q@yo = 0,

ZQu*PQ,6*QQEa = 0.

Na singularnem integralu je O, - Oo = 0. ee je

t7t

Qro Qoo
Ora Oya

_ o(p,Q) - n
- ;;-----:T l- u,

o\a, o)
(4.73)

(4.75)

mora biti

Iz treh enacb

P=Q=0.

F=P=Q=0

:L : €("),
y - ?(s),
z = ((").

(4.74)

Iahko sedaj eliminiramo p in q ter dobimo singularni integral. Ker ne moremo
vedeti, de je pogoj (4.73) izpolnjen, moramo preveriti, de funkcija, dobljena z eli-
minacijo iz (4.74), res zado5da enadbi (4.7I).

Popolni integral nam zado5da, da re5imo Cauchyjevo nalogo: poiskati re5itev,
ki poteka skozi dano krivuljo. Tri moinosti so

(i) ReSitev je poseben primer popolnega integrala.

(ii) Re5itev je ogrinjada enoparametriine poddruZine.

(iii) Re5itev je ogrinjaca dvoparametricne druiine - singularni integral.

Primera (i) in (iii) sta izjemi. Razi5dimo primer (ii). Poiskati moramo ogrinjaio
enoparametriine poddruZine, ki poteka skozi krivuljo

Ogrinjaia se v vsaki todki dotika ene od ploskev enoparametridne poddruZine; spe-
cialno to velja za vsako todko krivulje (4.75). Toda, de gre ogrinjada skozi krivuljo
(4.75), se krivulje @.75) v vsaki toiki dotika, glej dokaz izrek 4.8, torej se tudi ilani
enoparametridne poddruZine (vsak v svoji todki) dotikajo krivulje (4.75). S tem
je poddruZina dolodena: v vsaki todki krivulje (4.75) se en ilan poddruZine dotika
krivulje (4.75). NapiSimo ta pogoj! Enadba

((r) = o[€(r),4(s), o,6]

mora imeta same dvojne korene, torej velja Se

(4.76)

d((s\ d

ff = arO[€tr),4(s), 
a,6]. (4.77)

Iz enadb (a.76) in (4.77) eiiminiramo s in dobimo zvezo med a in b, recimo

,!@,b) = 0.
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Od tod lahko, na ved nadinov morda, izraiunamo

b - ,!x(o)

in dobimo nekaj enoparameteridnih poddruZin. Ogrinjade so iskane re5itve.

Primer 4.26 Ena(ba q = p2 ima popolni integral

z = ar*a2y*b.

Poi5dimo reSitev, ki poteka skozi parabolo

-2 --6

ali

SIedi

((t) = s,

ri(s) = s2,

((') = o'

0 - as1a2s2ab,
0 - aa2a2s, (4.78)

ali

od koder sledi

Enoparametricna poddru i,ha je

z = or+a2u+).

Za ogrinjaco privzamemo 5e enaibo

n - -t2ay,

od koder sledi

1
(/i

2',

1b- 
4.

r
u-

za

ln

12 12 I y-r2
rl

2y4y44y



4.7. LAGRANGE*CHARPITEJEVA MBTODA I73

Ker je

p = _h,

t2q-@

ta funkcija res re5i enadbo

p2=q.

Enacba (4.78) ima 5e drugo re5itev, o = 0, ki pripelje do b = 0 in z = 0. To je,
sludajno, tudi singularni integral.

A

4.7 Lagrange-Charpitejeva metoda

Za praktiino re5evanje je popolni integral preprostej5i od Cauchyjeve metode.
Lagrange-Charpitejeua metoda nam daje splo5no pot do popolnega integrala.

Hkrati z dano enaebo

F(*,y,z,p,q)=0 (4.79)

postavimo 5e eno enadbo

G(*,y,z,p,Q) = 0, (4.80)

ki ima tudi funkcijo u za re5itev. Funkcija G naj bo taka, da lahko iz enadb (4.79)
in (a.80) izradunamo

P - P(r, Y, z),
q - q(r,y, z), (4'81)

torej

o(F'G) + o. (4.82)
o(P,q)'

Za funkciji (4.81) mora seveda veljati

d,z-pda*qdy, (4.83)

ie naj bosta p in g parcialna odvoda funkcije u, kar pri poljubni gladki funkciji G
ne bo res. Pogoj splo5nejSe oblike kot je (4.83), namred

P dx -t Q dy + Rdz = 0 (4.84)

na neki ploskvi v sploSnem ne more biti izpolnjen. Velja
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lzrek 4.LO Potreben in zadosten pogoj, da ima enaiba (1.81) duorazseZno reiiteu,
je

kjer je

F'rotF=0,

'= [i]
Izrek 4.10 bomo dokazali kasneje, glej razdelek 4.8. V na5em primeru je

F = [i]
ijk

rot.F = aaal
dr dy oz 

Ip q -1
= -q,i I p,i * (q, - py)k

-PQ,*AP,-(q,-Po) = 0,

PvlqP,:q{+Pqz.

ee sedaj odvajamo enadbi (a.79) in (4.80) na z, dobimo

in pogoj (4.85) se glasi

ali

(4.85)

(4.86)

(4.87)

in od tod

Odvajanje na r nam d6

F, I Fpp,1 FqQ, : 0,

G,*Gpp, lGqT, = 0

F,*Fpp,aFqQ, = 0,

G,*Gpp, lGqT" = 0

ln F, 
I

. lc, cnlp, = -I ar--rrl
lGo cnl
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in od tod

t75

Odvajanje na y nam d5,

in od tod

Konino se pogoj (4.87

I t, F" l- I c"o G', l-'

I p, F,tpF,
I G- G-+oG"tf

Fp F,
Ge G,

lr" F,, l'p tq
Ge Gq

FolFopr*FsQy
Gs*GppE*GqQy

Fs Fq

Gv Gq
PE= lF:--FJ

Ge Gq

Fp F,
Ge G,

Fp F,
G^ G-

0,

0

) glasi

F. F.
G" Gq

*rl nvt

ali

Fq Fo * qF,
Gq Gy + qG, =0.

Razvijmo determinante in uporabimo standardne oznake (velike drke so odvodi
funkcije F po malih crkah)

PG,+QGE* @p+Qq)G, - (x * Zp)Gr- (v+ Zq)G, = 0.

To je homogena kvazilinearna enaiba za funkcijo G s karakteristidnim sistemom
(4.59). En integrai Ze poznamo, to je F. ee dobimo 5e enega, G = cr,, neodvisnega
od F, lahko iz enacb

F(r,A,z,p,q) = 0,

G(*,y, z,p,q) = a

izradunamo p in q

P - P(t,Y,z,a)'
q - q(r,y,z,a).

Vemo, da bo enacba (a.83) integrabilna in ce jo integriramo, dobimo 5e drugo
konstanto.

.l
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Primer 4.27 Ena1ba

ima karakteristidni sistem

p2-Sryz2q-0

,:, - r^LPt

il - -3ryz2 ,

; - 2p2 - 3ryz2 q,

i - 3yz2ql\nyzpq,
q - 3rz2q*6ryzq2.

q-

=

=

aA\/i
3r't/i
a2at/i
,-2

^ry

(4.88)

Upo5tevamo enacbo (a.88) in dobimo

i-2p,
.p2

v-,
q,,

v,
. p2 ^p3p - '-+'2',-1

.t, L

. p2 
^p2qq - o*';

Potrebujemo le en integral, neodvisen od (4.88).

p_ _L : p_ _p::pqx:qa
iil

= 2*- g

Y - ay{i. (4.8e)
q

Enaibi (a.88) in (4.89) razre5imo na p in q:

p2 : u[,gv/i:
q

= Ztyz2,

3ryz2
' aY\/i

: 3z2YG

a
p
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Enadba

. ' - n^2
clz = rz-vx 4r+Ydya a'a

je zagotovo integrabilna in sicer takole:

^dz Sdu

v
,,.2h-L = 2arr/i*3logy.

To je popolni integral.

Zelo preprosto uZenemo poenostavljene primere.

(i)

F(p,q) = 0.

Sledi

177

;-F t Pt

Fv - ,q'
2 - pFrtqFq,
i-0,
q-0.

En integral je

P-a'

ali pa

q-d'

5e bolje pa je, ce enaibo

F(p, q) = o

razre5imo parametriino s parametrom o:

p = e@),
q = $(a).

SIedi

dz = 9@) dr + rl,@) dy,

z = 9@)r*rl,(a)a+U.

t.

 



(ii)
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Prirner 4.28

p2+q2 = 1,

p - coso,

q - sina,

dz = cosadr{sinady,
z = rcos.r*ysina*b.

f(*,p) = s(v,q).

Sledi karakteristidni sistem

in

if"*ifp = 0,
s
*/(*.p) = o,
dT

f(''P) = a'

s(y,q) : a.

Zadnji dve enacbi razre5imo na p in q

P - P(n,a),
q - ,!(y, 

")
in sledi

Prirner 4.29

rq = aP,
pq
na
p - 2ar,
q - 2oy,

dz = 2ar dr | 2ay dy,

z = o(*'+y2) +u.

{ - JP'

a - -9q,
z - Pfp-QTq,
P - -Jrt
,l - 9y

dz = p(r,a) da + r!(y,a) dy,

z = l*{.,a)d.r* lrlO,a)dy+b.
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SIedi karakteristi6ni sistem

Iz enadbe

F(z,aq,q) = 0

izraiunamo

q - p(z)

in sledi

dz : aeQ) dr * eQ) dy,

ali

dz_= = d(ar*s).
9\z )

a1i

179

A

( iii)

F(r,p,q) = o.

;-tr
'P1

;, - t;y - ,q,

2 - pFo*qFq,
; - _-trY - Yt zt

q - -QF"

p__L
,pq

p-aq.

IN

To enacbo obrnemo

in tukaj zadnemo.

ar*U = ,lr(r).

z = w(ar -t a)

z : w(arly),
p-au"
q - 1D'.

Dobimo navadno diferencialno enaibo prvega reda za funkcijo u;

F(u,aw',w') = 0.
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Primer 4.30

1r!

= w(ar I y),

1l,

l-u2a(Ta
d(ar-t y)

JTaT'
ar*y*b
\/TTd' '

(ar*y*b)2
L+a2

Ce piSemo

,'tp'+u2 +t1
z

*'l(o' + 1) -'2 + llL' .l

I
lt)

wdw

./T _G

-lr - u'?

l-w2

r,1+A
b

= COS A,

o

'/T +A
dobimo

(rcosa -; gsin o + g)2 | zz : l.

(iv) (Clairaut)

z = pn+qy+f(p,q),

i - r*fp,
i - y+ft,
2 - pr+qy*pfp*qfq,
i-0,
q : 0'

Dobimo kar dva integrala

in

z = ax Iby + f(",b).

To je res popolni integral Clairautove enadbe.

P-a'
q-b



-
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4.8 Pfaffova enadba

Imejmo vektorsko polje F in vpra5ajmo po mnogoterosti, pravokotni na to polje.
Ce je dn diferencial na tej mnogoterosti, zahtevamo torej

F .dn = 0. (4.90)

Izraz F . dr imenujemo Pfaffoua3 forma (Pfaffian), enadbo (a.90) pa Pfaffoua
enaiba.

Vzemimo najprej ravninsko polje

r,= lY!'rl l.
L w (r.y) 

.l

Enacba (4.90) se glasi

M(*,y) dr I N(r,a) dy = A.

To je navadna diferencialna enadba, ki je praviloma re5ljiva. Sklep: dvorazseZta
Pfaffova enacba ima (skoraj) vedno enorazsedto reSitev.

Oglejmo si, kaj o tej reditvi 5e lahko povemo. Re5itev, krivuljo, pravokotno na
polje, napi5emo v implicitni obliki

u(r, a) = C.

Na tej krivulji je

*o***oo = oot: oy

in obstaja funkcija /,r, da velja

0u
;- = PM.ot
y = 1tN.oy

Funkcijo p imenujemo integrirajoii faktor. ee je funkcija u dvakrat zveztTo odved-

ljiva, sledi

02u 02u

0.r0y 0y0r'
AA
^(uM) = ^(pN),oa ox

nrou nnou**-UA, = (Mo-lr,)l

To je kvazilinearna enacba ,u p. ee najdemo reiitev, je

3Johann Friedrich Pfaff (1765-1825) je bil nemSki matematik'
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popolni diferencial.
Poglejmo v tri dimenzije

P(*,y, z) dr * Q(r,y, z) dy + R(*,y, z) dz = 0. (4.91)

ISdemo mnogoterost, na kateri bo enadba izpolnjena.
RazseZnost 0 je todka, du = 0, enaiba je trivialno izpolnjena.
Pri razseZnosti 3 je dz poljuben, enadba je re5ljiva le v trivialnem primeru

F=0.
EnorazseZnih re5itev, krivulj, je veliko. Res, izberimo poljubno gladko ploskev

n = n(u,u). (4.92)

Na tej ploskvi i5demo re5itev, to je krivuljo 1t = u(t), u - ,(t), ki reSi Pfaffovo
enaibo (4.91). Na ploskvi $.92) je

da = nudulrrdu,

(F .*") du-l (F .n,) du = 0.

To je Pfaffova enadba v ravnini, ki ima (prakticno) vedno enorazselno reSitev.

Najbolj zanimive so dvorazseZne re5itve, ploskve. ISiemo jih kot niuojnice

u(z) - const. (4.93)

ee velja

rotF=0, (4.94)

je naloga preprosta. Integral

fo
u(n) = | F.du

Ja"

je neodvisen od poti, torej je le funkcija zgornje (in spodnje) meje, zato velja

gradu = F.

Enacba (4.90) pomeni
gradu.dn=du(n):0

in je

u(o) - const

reSitev Pfaffove enaibe (4.90).
Kaj pa ce je rot F +0? Na ploskvi u(n) = const velja

gradu .dn = 0,
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poleg tega pa 5e zahtevamo (4.90). Pri tem je dz poljuben vektor v tangentni
ravnini, zato sta vektorja F in grad u kolinearna

gradu: pF. (4.95)

Obratno, ce je pogoj (4.95) izpolnjen, pomnoZimo enadbo @.90) z pt

pF . dn - grad u. dn =du(z) = g

in je

u(z) - const

spet reSitev. Velja torej

Izrek 4.\L Trorazseina Pfaffoua enaiba ima duorazseino reiiteu natanko takrat,
ko obstaja funkc:ija pr, taka, da je polje p,F potencialno.

Od tu dobimo takoj potreben pogoj za obstoj dvorazselne reSitve. Ce je enaiba
(4.90) reSljiva, je po izreku (4.11)

rot (pF) = 0,

ali

protF*gradltxF = 0.

To enadbo pomnoZimo skalarno z F in upo5tevamo, da je

F'(gradpxF) - gradp.{Fx F) =0

in dobimo

PF'totF = 0,

ali

F' rot-E : 0. (4.96)

Izrek 4.L2 Pogoj (1.96) je tudi, zadosten za obstoj duorazseZne reiitue Pfaffoue
enaibe (4.90).

Dokaz. Vzemimo ploskev

z = const (4.97)

in na njej poi5iimo enorazseZno re5itev. Na ploskvi (a.97) je dz = 0 in Pfaffova
enacba se glasi

P(*,y,2)drtQ@,y,2)dy = 0,
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kjer je z parameter. Taka enadba je vedno reSljiva, recimo

U (t, Y, z) : c(z).

PokaZimo, da funkcijo c lahko doloiimo tako, da bo

u(r, y, z) = U (* , y, z) - c(z)

reSitev trorazseZne enadbe (4.90). ee je enacba (4.90) reSljiva, mora biti

gradu = FF, (4.e8)

ali

AU

^=PP,oJ:

AU
^=PQ'oa

AU t, \. -c'(z) = pR.
oz

Tak p, da sta prvi dve enaibi izpolnjeni, zagotovo obstaja. Iz tretje enaabe potem
izraiunamo c(z):

. ot)c'(:) = --.--pR =[{.dz

Ce dokaZemo, da je 1{ odvisen le od z ir c, I{ = I{(z,c), je

"' 
(r) : K (2, c)

navadna diferencialna ena-ba, ki jo lahko v naielu re5imo.
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Sedaj raiunamo:

0rr) .rot (p.F) =

=

p'F =

pF.(protF* gradp x .F) -
p,2F.rctF =
0,

0,

c(z),

ry - c(z)

2pvr,

2pzx,

3lt*y.

185

=

rot ptF =

(pp) rot(p.E) = -X#*X#=
d(u, ti) _
olr.v) -

=0.
Poslednja enadba pove, da sta funkciji K h U odvisni:

I{ : K(z,U)=K(z,c).

Primer 4.31

2yzdcl2zxdy{\rydz = 0.

Vzemimo dz = 0. Sledi

gradu_gradr_[l]=

gradr/ ti ]

-..,Ii]=
rAKll-N I

L %l'

I

Enadbe (4.98) se glase

ydrlrdy
ry

u(r, Y, z)

v
r

-"'(*)
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Prvi dve enadbi povesta

in nato tretja enadba pove

1u=, ,22

ali

Primer 4.32

Najpreprosteje bo, 6e

Iz zadnjih dveh enaib sledi

2rzdr!zdy-dz =

vzamemo dr = 0. Sledi

zdy-dz = 0,
.t.

-dy+i: = 0,
a

-s*logz - "(*)

-c'(r) = 21trz,
1_

-r Ptt
1

P.

t, \ 3ra 3c(z)
- \-/ 2z 2z

dc(z) , 3 dz

4r) - r;
cQ)2312

c" z'
5tatyz

=0,
:tfr
:a
=C.

0.

-r'(*) = -2o,
,(r) = c2+C,

Iogz-A-02 = C.

IN

1

11 - a

IN

A
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4.9. I\ALOGE

4.9 Naloge

4.1 Eliminiraj konstanti rz in 6 iz naslednjih enacb:

(a) u:(r+a)(y+b).
(b) 2u - (o, + y), + b.

(c) ctr2 + ba2 + u2 = L

4.2 Eliminiraj funkcijo ur iz naslednjih enaib:

(a) u= rylw(r'+a2).
(b) u= n+a+.@y).

(c) u= r(+)
(d) u=.("-y).

4.3 V naslednjih enadbah je p = * i" s = ff. eolsci sploSni integral naslednjih
diferencialnih enadb:

(u) ,'p * y'q = (r -t U)u.

(b) u(rp - yq) = y2 - ,2.

(r) p* (" - 2y') = (u - sy) (u - y' - 2*') .

(d) pr(r + y) = sy@ + y) - (n - y)(12, * 2y - u).

(") y'p - ryq : r(u - 2y).

(f) (y+ ur)p - @ * uu)a = t2 - a2.

(s), (r' + sy2) p - y (Br2 + y2) s - 2u (y' - r') .

4.4 Poi5ci enadbo druZine ploskev, ki sekajo druZino stoZcev

*' + a' 1u2 : c'ty

pravokotno.

4.5 Poi5di reSitev enadbe

(r-lu)p+(y+u)s*u=0,

ki gre skozi kroZnico n2 + y2 = o,2 , 'u,: a.

4.6 PoiSci reSitev enadbe

r3p I y (zr2 + y) q = u (2r2 + u),

ki gre skozi parabolo r : l, A2 = u - A.

187
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4.7 Poi5ii re5itev enadbe
(p - q)(* + y) -- u.

ki gre skozi krivuljo r +y +u = 0, fi = 1.12.

4.8 Poi5ci reSitev enaibe

* (v' + ") n - u("2 + ") 
q = (*' - v'),,

kigre skozipremico r*A=0, u=1.

4.9 PoiSci reSitev enaibe

2a@ - 3)p + (2r - r),t = Y(2n - 3),

ki gre skozi kroZnico n2 + y2 = 2t, u = 0.

4.10 PoiSci reSitev enacbe

(2*y- 1)p+ (u -2r')Q=2@-uu),
ki gre skozi premico fi = l, a :0.

4.11 Poi5ii reSitev enadbe

(* - a)a'p + (y - *)r2q - (*2 + u2) u,

ki gre skozi krivuljo ru, = e3, lJ : 0.

4.12 Poi5ci re5itev enadbe

(r-y)p+(y-r-u)q-u,

ki gre skozi kroZnico 12 + y2 = l, u = L

4.13 Poi5ci reSitev enadbe

r(u -t 2a)p * (ru -t 2yu * 2ay)q = u(u ! a),

ki gre skozi krivuljo g - 0, u2 = 4ar:.

4.14 Poi5di reSitev enaibe

r(u * 2a)p * (ru * 2yu -f 2ay)q = u(u { a) 
'

ki gre skozi krivuljo y - 0, u3 1 n(u * a)2 - Q.

4.15 Primerki v kanibalskem okolju se plodijo in umirajo pa naslednjih zakonih:

(a) Vsak primerek z verjetnostjo .\dl+o(dr) v iasu (t,l+dl) porodi nov primerekl
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(b) ie je trenutno pri Zivljenju n primerkov, bodo vsak primerek tekmeci v 6asu

(t,t+6t) z verjetnostjo 0("- 1)dr+o(dt) poZrli, z verjetnostjo d6t+o(6t)
pa bo v dasu (t,, + dr) poginil;

(c) verjetnost za dva taka dogodka v dasu (t,t + 6t) je o(61).

PokaZi, da je verjetnostna porazdelitev v iasu stabilna, ee je o = 0 in sta tr in
fi pozitivna. Za ta primer izradunaj verjetnost, da je v dasu t Zivih n primerkov in
pokaZi, da je povprecno Stevilo Zivih primerkov

^lB1 - exp (-^lB)

4.16 Poi5ci reSitev enaibe

1..
u = r(p' + s') + (p - *)(q - y)

ki poteka skozi os c.

4.17 Poi5ii reSitev enadbe

P9=u'
ki poteka skozi parabolo r = 0, y2 = u.

4.18 Zapi5i karakteristidni sistem enadbe

(1+q'?) u=Pn,

re5i ga do kraja, in poi5ci re5itev, ki poteka skozi krivuljo 12 =2u, 3l:0.

4.19 Poi5ii popolne integrale naslednjih enadb:

(u) (p' -t q2) y = qu.

(b) p = (u -t rta)2 .

(") u' - rxlx:y.

(d) rp -f 3yq = 2 (u - .r2 q2) .

(") pru - 4q'r' * 6n2u - 2 = 0.

(f) z(v + uq) = q(rp + vq).

(g) 2(, + rp + yq) = ap2.

(h) pq : 1.

(i) p'u' * q2 = I.

(i) p'y (t + r'?) = qr2 .

(t) (p+s)(u-rr)-yq)=L

189
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(1) p+q:pq.
(m) u=p'-,1'.
(n) upq=p+q.

{") p'q (*' + u2) = p2 + q.

(p) p'q' + r2y2 - ,'q' (r'+ a') .

(q) pq" = p2 (*q + n2) + q2 (yp + q2) .

4.2O Za naslednje Pfaffove enadbe preveri, ali imajo dvorazseZno reSitev in tiste
enaibe, ki dvorazseZno re5itev res imajo, reSi.

(a) ydr+rdy*2zdz:0.
(b) z(z + y) dr * z(z * *) dy - 2ry dz = 0.

k) a, d:r * 2rz dy - 3ry dz -- 0.

(d) (y' * rz) dt + (c2 + yz) dy*322 dz =0.

(e) 2y(a - r) dr + l, - y2 + (a - *)') dy - y dz = 0.

(r) y (t + z2) dr- r (t + r') dy + (rz + u2) dz = g.

(s) (y'lyz+ z2) dr+(zz + rr**') dy* (r2 +ra+y2) dz=0.

(h) y, dr * az dy * ry d,z = 0.

(i) (1 + yz) dr + r(z - *) dy - (I + ry) dz = 0.

0 a@ + 9@ * z) dr - r(a + 3z) dy a2ry dz : 0.

(k) y, dr + (r2y - rr) dy * (r2z - ry) dz = O.

(l) zyz dr - 2rz ay - (*' - a') (, - t) dz = Q.

4.21 (Pisni izpit AnalizalY, julij l-997) Poi5di tisto reSitev enaibe

G - u)u2ff + tu - -t*H - G' + v') u.

ki poteka skozi krivulj o *, = o', A = 0.

4.22 (Pislai izpit AnalizalY, september 1997) DokaZi, da je

u2 = o2*2 1- (ay + b)2

popolni integral enadbe 
(7r, + ur) r = pu

in poiSdi tisto reSitev enaibe, ki poteka skozi krivuljo r = 0, u2:4y.


